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المقدمة 
الحمد لله وحده والصلاة والسلام على من لا نبى بعده.... وبعد» فإننا نضع بين أيدى 
الطلاب والدارسين بالعربية LES‏ نحسب أنه المؤلف الأول في موضوعه يُنشر باللغة 
العربية» وهو تطوير لمذكرة أعطيت لطلاب السنة الأخيرة في قسم الإحصاء وبحوث 
العمليات في جامعة الملك سعود لأكثر من خمسة عشر عاما. وهو يغطي محتويات مقرر 
في النماذج الخطية» ويتضمن فقرات وبراهين منجمة غير مطلوبة. ولابد من مراعاة 
جدول زمني للفصول المختلفة» وعلى وجه الخصوص تحديد الزمن المخصص 
للفصول الثلاثة الأولى التي تشكل هيدا لموضوع النماذج الخطية» وبحيث لا يستغرق 
الزمن الملخصص لبذه الفصول أكثر ما ينبغي» وعلى حساب ما هو أهم من الفصول 
اللاحقة. ويتضمن الكتاب عددا من الأمثلة والتمارين» Jab‏ أن تفي بالغرض ونرجو 
أن يتكرم علينا الزملاء والقرّاء بأية ملاحظات نستفيد منها في تقديم مادة الكتاب أو 
تثريه وتصوبه في الطبعات اللاحقة. 
المكتبة العلمية العربية ضحلة» مع الأسف» في العديد من فروع العلوم 
المعاصرة» والطريق إلى المعرفة الميسرة لطالبيها في هذه العلوم هو إثراء المكتبة العلمية 
«dy pl‏ وإمدادها بكل ما تمس إليه الحاجة» على الأقل» من المترجمات والمؤلفات. 
وكما يحتاج الإنسان العربي إلى الغذاء» ونتحدث عن الأمن الغذائي» فإن الطالب 
والدارس العربي يحتاج في أيامنا هذه إلى المعرفة ميسّرة له بلغته الأم» وعلينا أن نفكر 


b 


is‏ المشقدمة 


ونعمل ونحتاط لما يمكن تسميته الأمن المعرف. إذا كنا نريد أن نتطور وننمو ونتقدم 
فلتكتب ولنبحث ولننشر في ميادين العلوم المعاصرة كافة بلغتنا العربية. نداء نضعه 
تحت نظر ولاة الأمر في البلدان العربية» وبين يدي الزملاء أساتذة الجامعات على 
مستوى الوطن الكبير. وهو نداء يشكل إغفاله ثغرة خطيرة في جدار الأمن القومي. 

الحمد لله حمدا كثيرا طيبا مباركا فيه أن أعاننا على إنجاز هذا الكتاب. ونسأله 
تعالى أن يتقبله منا عملا Le‏ لوجهه الكريم» فهو من وراء القصد» وهو البادي إلى 
سوا اليا 

الم لفان 


OW) cad} 


Sle gle‏ تمهيديك تم المسقوقات 





)1,1( بعض العمليات الأساسية في المصفوفات 
تعريف :)١(‏ مجموع مصموفتين B= (by) (A = (Ay)‏ أبعاد كل منهما mxn‏ هو 
مصفو فة C = (cy)‏ أبعادها MXN‏ -حىث : 


(\, 3) Cy = ay + bi 
8 و‎ «mxn أبعادها‎ A = (ay) حيث‎ AB تعريف (۲): حاصل ضرب مصفوفتين‎ 
: حیث‎ mxp أبعادها‎ © = (cy) هو مصفوفة‎ NXP أبعادها‎ = (by) 


cS, ¥2 Cj = 2, aik byi 9 ا فى : وا سم‎ 
k=] 


لاحظ أن عملية الضرب BA‏ غير معرفة ما لم يكن PEM‏ 
)١ , Y)‏ بعض خواص المحددات 
(أ ) لتكن A‏ مصفوفة مربعة nxn‏ فعندئذ | '4| |A|=‏ حيث A!‏ منقول A‏ 
(ب) إذا بادلنا بين سطرين أو عمودين فى مصفوفة مربعة فمحدد المصفوفة يغير إشارته. 
(ج) إذا انعدمت جميع عناصر سطر أو جميع عناصر عمود في مصفوفة مربعة 


(د ) إذا ضربنا جميع عناصر سطر أو عمود بعدد سلمي » يُضرب المحدد بالعدد 
السلمى ». 


gael | | «fel | 1 1 | 
lela ieee O 


(ز ) لتكن A = (ay)‏ مصفوفة مربعة nxn‏ إذا حذفنا السطر i‏ والعمود j‏ 
فسنحصل على مصفوفة » لنرمز لها بالرمز My‏ أبعادها (1-) × )7-1( ويسمى محددها 
|34 | المحددة المصفّرة المقابلة للعنصر ره» ويسمى Myl‏ | (1-) ولترمز له بالرمز Oy‏ 
العامل المرافق للعنصر caj‏ ويسمى منقول المصفوفة المربعة nxn‏ المتضمنة act‏ 
العوامل المرافقة لعناصر A‏ المصفوفة القرينة للمصفوفة 4 : 

(‘i Y) adj A = '(رنه)‎ = (Gi) 

ح ) مجموع جداءات عناصر أي سطر (أو عمود) بالعوامل المرافقة الموافقة 

لعنصر سطر (أو عمود) آخر يساوي الصفرء أي أن : 
Ci) > a, a, =|4|8, (i,j = 1,2,..., 2)‏ 








حيث رة هى دلتاكرونوكر وتساوي 1 )13 كان i=j‏ والصفر إذا كان زعد:. 
وبصورة مماثلة يمكن أن نكتب بالنسبة لعناصر عمود : 


Sa, a, =|46, « (hj =1,2,..., 7)‏ )0 ,\( 
t=]‏ 
)1,1( معكوس مصفوفة غير شاذة 
لتكن المصفوفة المربعة A‏ غير الشاذة» أي 0 |4| » ولنعتبر المصفوفة : 
سد | )1,0( 
4 4 
A= 8‏ 
Any Go,‏ 














معلومات تمهيدية في المصفوفات y‏ 


والعنصر فى السطر i‏ والعمود a] Pf‏ حيث a‏ هو العامل المرافق للعنصر ره في 


عبارة ا لمحدد | 4 . ونجد من الخاصة (2) من خواص الحددات أن : 


(Ay) A.A'=A'.A=I 

حيث 7 المصفوفة الحايدة. 
وفضلا عن ذلك إذا كانت B‏ مصعوفة مريعة بحيث إن d‏ = قا وضرينا 
الطرفين من اليسار بالمصفوفة AT‏ ذ فستجل A” . AB = A” Stalin’‏ أو I.B = B= A’‏ وبصورة 


نمائلة إذا كان I‏ = 84 فان aired‏ وتدعى المصفوفة "4 معكوس (أو نظير أو 
مقلوب) المصفوفة غير الشادة A‏ 

ويمكن OLS‏ أنه إذا كان As‏ ...يك Ay‏ = © فإن AA‏ ...لبك ;4 = 071 أي أن 
معكوس جداء مصفوفات غير شاذة هو جداء المصفوفات الناتجة عن معكوس كل منها 
ولكن بترتيب معكوس. وإذا كانت A‏ مصفوفة مربعة nxn‏ فعندئذ تصح قوانين الرفع 
إلى قوة : 

01١4 A’. A =A" , (AY =A" 
وإذا كانت 4 غير شاذة فتصح هذه‎ »1 cS من أجل جميع الأعداد الصحيحة الموجبة‎ 
العلاقات من أجل جميع القوى الصحيحة » موجبة أو سالبة أو صفر.‎ 
مفهوم الارتباط الخطي‎ (1, ٤( 
: مرتبة من 7 من الأعداد الحقيقية » ونكتب‎ ie get ) ذي 7 بعد‎ X نعنى بمتجه‎ 


x 


X=] :‏ أو نكتبه تسهيلا للطباعة بين قوسين مربعين ] X= [1.005 Xn‏ 


x 


المذكورتين آنفاء أو يكون متجه سطر وسنكتبه عندئذ على الشكل (2×...,×) = X‏ أى 


مدور أو منقول متجه العمود X‏ ومن المريح اعتبار متجه السطر كمصفوفة ”×| 
تتضمن سطرا واحدا my‏ من الأعمدة» وعندئذ يكون متجه العمود مصفوفة NX1‏ 
وهكذا تنصاع المتجهات للقواعد المعروفة المطبقة على المصفوفات. ومن الواضح أنه 
يمكن التعبير عن مصفوفة A‏ أبعادها mxn‏ على الشكل : 


E OA‏ هر 
لنعتبر m OYI‏ من المتجهات ذات ال ” بعدا : 


Ay = (Xit X125 °< Fin} 


Xm = (Kals Ams +s Xmn] 


فيقال إن المتجهات مرتبطة خطيا )13 وجدت m‏ من الأعداد الحقيقية cki‏ ...؛ Koy‏ 
ليست جميعها أصفاراء بحيث إن : 
kixi + koxa + ... + km Xm = 0‏ )4.\( 

وحيث يرمز 0 في الجانب الأيمن لمتجه صفري ذي m‏ بعدا. وإذا لم توجد مثل 
هذه الأعداد ck‏ أي إذا تضمنت العلاقة )9 ,\( 0055= hy... he‏ = فقول 
عندئذ إن المتجهات ال m‏ مستقلة خطيا. 

وعلى سبيل المثالء إذا كان ]2 ,1-,1] = ×ء [5-,4,3] (X=‏ و[11- ,6 ,1] = وء 
فعندئذ 0 = و× + ولا -,31» أي أن المتجهات الثلاثة مرتبطة خطيا. وعلى العكس » فإن 
المتجهات [0 ,0 ,1] Vs = ]0, 0, 1[ «V2 > ]0, 1, 0[ «i=‏ هي متجهات مستقلة خطيا ؛ 
cki Vi + ky Vo + k Vs = [ki, ka, ka) OF‏ ويكون الناتج [hi, ko, ks]‏ صفرا إذاء وفقط 
إذاء كان 0 > ky = ky = ky‏ 

)١ , 0)‏ )45 مصفوفة 
نعرف LS j‏ مصموفة A‏ أبعادها mxn‏ ولنرمز لہا بالرمز (A)‏ كما يلى : 
r(A)‏ = أكبر عدد من متجهات السطور (الأعمدة) المستقلة فى المصفوفة A‏ 





معلومات تمهيدية في المصموفات o‏ 


= مرتبة أول محدد غير منعدم من 4. (بمعنى أنه إذا احتوت 4 على الأقل محددة 
صغرى واحدة ذات ”من السطور غير منعدمة› ولكنها لا تحوي أي محددة صغرى 
ذات 1 +« من السطور غير منعدمة فعندئذ تكون رتبة A‏ مساوية Cr J‏ وإذا كانت 0= A‏ 
قلنا إن رتبة A‏ تساوى الصمر. 
وکن تبيان أن : 
Í)‏ ) إذا كانت A‏ مصفوفة mxn‏ فلا تتجاوز رتبة A‏ أصغر العددين (n,m)‏ 
(ب) رتبة جداء مصفوفتين AB‏ لا يمكن أن تتجاوز أيا من الرتبتين INA)‏ 
(8)» أي أنها لا تتجاوز أصغر العددين (r(A), r(B))‏ 
(ج ) r(A)‏ = (7)4» رتبة مصفوفة A‏ تساوي رتبة منقولها. 
(د ) إذا كانت A‏ مصفوفة nxn‏ ذات رتبة تامة أي أن رتبتها تساوي n‏ وكانت 8 
مصفوفة nx‏ رتبتها ۸ فعندئل : 
r(AB) = k= r(B)‏ 
لاحظ أنه إذا كان OX = OF‏ حيث © مصفوفة cmxn‏ وکل من Y eX‏ متجه 
عمود cnx]‏ فعندئذ 0 = OK)‏ وهذا لا يتضمن» بصورة ile‏ أن X-Y=0‏ أي X=‏ 
۲ء ولكن إذا كانت © مصفوفة مربعة nxn‏ برتبة تامة» أي e(O) =n‏ فعندئذ تكون 
العلاقة 0 = QX- Y)‏ مكافئة للعلاقة 0 - (7غ0)0 "© أي X-Y=0‏ أو X=Y‏ 
)١ , 1)‏ المصفوفات )5 al‏ 
إذا كانت A‏ مصفوفة mxn‏ فعندئذ تشكل المصفوفتان ,4 وأبعادها mxn‏ ود4 





وأبعادها CMAN)‏ حبث (Wy +t m =n‏ جزئة للمصموفة ‘A‏ ويك اه 
mam | wom‏ 
ATH > 77‏ و A= A, A,‏ 


وبصورة مماثلة» يمكن كتابة مصفوفة B‏ أبعادها nxs‏ بصورة مجزأة كما يلى : 


rh xs 
B= 5 ny + 772 > 5 
B, 


ويمكن cA ALS‏ منقول 4 على الشكل : 


4 
E i kax: 5 | 
a= mxm 


وبالطبع يمكن التجزيء إلى أكثر من مصفوفتين › ويمكن التحقق من أنه يمكن 
كتابة48 = ع على الشكل : 





E= |4 0 =[4,B, + A,B, | 


| 
2 
MXT 
D, | 


| 7 = 
C= — ۴ 0-5 
C, 


حيث ۳2 + r + rg m > m‏ > م فيمكن كتابة المصفوفة CD‏ وأبعادها mxr‏ على 
الشكل : 


وبصورة ثمائلة لو كانت : 





(\, \+) CD= CD, CD, 
C.D, C,D, 


حيث CD,‏ أبعادها | 171117 وهكذا. 
)١ ,۷(‏ أثر مصفوفة 
إذا كانت A‏ مصفوفة مربعة mxn‏ فإن مجموع العناصر القطرية Suen Za,‏ 
المصفوفة A‏ ونرمز له عادة بالرمز tr(A)‏ وهكذا نكتب : 


(1,11) ir(A)= 3 a, 
: ومن السهل تبيان أن‎ 


(\, \Y) tr(A + B) = tr(A) + tr(B) 


وإذا كانت C‏ مصفوفة Dy nxm‏ مصفوفة mxn‏ فعندئل : 
tr(CD) = tr(DC)‏ 
,A)‏ 1( نظام معادلات خطية 
pins‏ نظاما من 77 من المعادلاات |الخطية 3 ۴ من المتغيرات ع 


Ay Xp = Oy‏ + ... + رده 
b2‏ = ,برو © + ...+ 1361 ج06 


EtG es #8 © 


ويمكن ALS‏ المعادلات VE)‏ ,1( برموز المصفوفات كما يلى : 


AX=B 
ررك‎ 2 Ain x, b, 
a 0 a x b 
21 22 2 2 : 2 
A om M ' X رشت‎ : 8 =a 
A n dm? 5 d mn | Xa Û, 


Tn t EES 


(1,10) 


(\, \&) 


(3, 10) 


Ci yU 


المعاملات 4 عندئذ المصفوفة الموسعة. ونواجه عند حل نظام المعادلات (y, V0)‏ 


الحالات التالية : 


الحالة الأولى. لنفرض م = ۸ و(8 | ۸)4 (A) =n=‏ فعندئذ يوجد حل وحيد. 


: فعندئذ إما‎ (A) = ۸ <ngn=m الثانية. لنفرض‎ JU 
ولیس له حل.‎ (A) > r(A | B) النظام غير متسق إذا كان‎ (1) 


(ب) النظام متسق إذا كان B)‏ | 4 = (4) وللنظام ote‏ لا نهائى من JAH‏ 


إذا كان المتجه 8 Lyne‏ أي إذا ols‏ نظام المعادللات على الشكل : 


AX > 0 


(\, \V) 


فنقول إن لدينا نظاما من المعادلات الخطية المتجانسة» m)‏ معادلة في n‏ من 
ا مجاهيل). لنفترض أن رتبة مصفوفة المعاملات 4 تساوي + فعندئذ يمكن تبيان ما يلي : 

)1( ]13 كان م r=‏ فإن نظام المعادلات يمتلك فقط الحل التافه (0,...,0 ,0). وإذا 
كان r< n‏ فنستطيع دائما إيجاد n -r‏ من الحلول المستقلة خطيا بحيث يمكن التعبير عن 
كل حل للنظام كتركيب خطي في هذه الحلول. وبالتالى فإن نظاما كهذا يمتلك Lasla‏ 
حلا غير الحل التافه إذا كان „m > n‏ 

(ب) يكون لنظام ” من المعادلات الخطية المتجانسة ف ۸ من المجاهيل حل آخر 
غير الحل التافه )0,...,0 ,0) إذاء وفقط إذاء كان محدد مصفوفة المعاملات منعدما. 

)1,4( الجذور المميزة 

لتكن A‏ مصفوفة مربعة Ay‏ عدد سلمى»ء فتسمّى المعادلة 0 -|4-12] المعادلة 
المميزة للمصفوفة ۸4 وهى من wal‏ المعادلات في الجبر الحديث. وتسمى جذور هذه 
المعادلة كمعادلة في 2 الجذور المميزة (أو الجذور الكامنة) للمصفوفة 4. 

)1( لتكن A‏ مصفوفة مربعة nxn‏ ولنرمز ب On‏ لمجموع قيم كافة الحددات 
المصغرة الرئيسة التي تتضمن m‏ سطرا (نقول إن محددة مصغرة هي محددة مصغرة رئيسة 
إذا كان ترتيب ما اخترناه لها من أسطر متفق تماما مع ترتيب ما اخترناه لہا من أعمدة : 
مغلا إذا كانت أبعاد المحددة المصغرة 3 × 3 وتضمنت السطر الأول والثالث والخامس 
من سطور المصفوفة 4 فإنها تكون محددة مصغرة رئيسة إذا كانت أعمدتها هى العمود 
الأول والثالث والخامس أي أنها مشكلة من عناصر 4 الواقعة في تقاطع الأسطر el‏ 3 


5 مع الأعمدة 1» 63 5). فيمكن OLS‏ أن الدالة المميزة للمصفوفة 4 هى : 
YA) f(A) = | A-al| = (-A)" + o(-A)"? +... (Aon + |4|‏ ,\( 


=F (-A)"""o,, 
m=0 


ldla Oo = | o> 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ۹ 


مغال توضيحي. لتكن المصفوفة : 


اق #+ > 
ا2 2 4 A=|‏ 
-J‏ 2- ل 


لدينا 1 = ومع 3 2-1 +2- بإك06. 

















-2A [2 -2‏ 4.1/2 2 
4|=28|= رى,24 -- 3 + رت 
1- 1||2- 2-| |2 4 
وبالتالي : 
8 +2 24 + ث3 + ثم - - f(A)‏ 


(ب) إذا كان acca‏ الحذور المميزة للمصفوفة 4 فإن ott!‏ المميزة 
للمصفوفة c A-KI‏ حيث k‏ أي عدد حقيقي » هي Oh » ... » Cock » aik‏ 

(ج) ]13 كانت به »...», الجذور المميزة للمصفوفة 4 فيمكن بسهولة تبيان أن : 

(\, 14) a, r(A) < TIa =4 


f=] 


أي أن مجموعها هو أثر المصفوفة وحاصل ضربها هو محدد المصفوفة. 

(د ) (نظرية :)١‏ لتكن A‏ مصفوفة cnxn day yo‏ جذورها المميزة :نه »يه » ...يه 
مضاعفة ye. emer‏ مرة» على الترتيب. فالشرط اللازم والكافي لتكون 4 مشابهة 
لصفوفة قطرية هو أن تكون رتبة المصفوفة A - Gl‏ هي rey,‏ وذلك من أجل أي جذر 
jalea i‏ 

(a)‏ ليكن @ جذرا [pe‏ لمصفوفة 4 فعندئذ يوجد متجه غير تافه × بحيث إن 
جه = AX‏ ذلك لأنه يمكن كتابة هذه العلاقة الأخيرة على الشكل 
(A - alX = 0‏ وهو نظام من المعادلات المتجانسة في مركبات X‏ وبا أن 
a > 0‏ - 4| بالفرض فهذا يضمن وجود حل غير تافه X‏ ويسمى مثل هذا الحل X‏ 
المتجه المميز (أو الكامن) للمصفوفة 4 المقابل للجذر المميز . 


ee‏ نماذج خطية 
)١ ,١٠(‏ المصفوفات المناظرة والمصفوفات المتعامدة 

نقول إن مصفوفة A‏ أبعادها nxn‏ متناظرة إذا كانت مساوية لمنقولما '4 -.4 أو 
ره > ره» A)‏ ,...,1,2 = ز (i‏ ونقول إن مصفوفة مربعة P‏ متعامدة إذا كان معكوسها 
يساوي منقولبا أي Si; P’ =P‏ فيما يلى بعضا من الخواص المهمة. 

( أ ) الجذور المميزة لمصفوفة متناظرة هي جميعها جذور حقيقية. 

(ب) نقول إن متجهين [مد...,×] = Yi- Yra X‏ = ۲ متعامدان إذا كان 
جداؤهما الداخلي صفراء أي أن 0 = yx, y,‏ أو بلغة المصفوفات Y'X=X'Y=0‏ 

1-1 

والمتجهان المميزان المقابلان لحذرين مميزين مختلفين لمصفوفة متناظرة هما متجهان 
متعامدان. 

(ج) معكوس مصفوفة متعامدة هو بدوره مصفوفة متعامدة. 

(د) تكون مصفوفة P = (py)‏ متعامدة بالنسبة لسطورها )613 وفقط إذاء تحققت 


: الشروط‎ 
(\, Ye) 


Ms 


2 Pit P jı 5 ij » (iJj = Lyons N) 


i=l 


أي إذاء وفقط إذاء كان 1 = PP’‏ 
(ه) تكون مصفوفة P = (py)‏ متعامدة بالنسبة لأعمدتها إذاء وفقط إذاء تحققت 
الشروط : 
OFX) DP Dy =6, (hj = 1,..., n)‏ 
أي إذاء وفقط إذاء كان 1 -م PY‏ 
(و ) المصفوفة المتعامدة بالنسبة لسطورها متعامدة أيضا بالنسبة لأعمدتها 
والعكس بالعكس. 


)5( إذا كانت P‏ مصفوفة متعامدة فان 1 += |م|. 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ١١‏ 


(ح) الجذور المميزة لمصفوفة متعامدة (عناصرها أعداد حقيقية) هى إما 1+ أو 1-. 


(ط) A oped‏ مصموفة متناظرة nxn‏ جدورها المميزة 0 2 ... »۵ فتوجد مصمو فة 
متعامدة P‏ بحيث يكود (,24,...رنه) .P'AP = diag‏ 


توضيح: لتكن المصفوفة : 


-1 -2 1 
A=|-2 2 -2 
| -2 -1 


Asal‏ 92.20 فة متعامدة Cant P‏ تكون a P'AP‏ 92 43 ذه 





حل: 0 = 16 - 122 - ?7 = f(A)‏ » جذورها 4» 2-: 2-. وف مقابل الجذر 4 محصل 
على متجه مميز موافق بأخذ حل للنظام من المعادلات المتجانسة 0 -|/4 lA-‏ . ورتبة 
مصفوفة المعاملات /4-4 هى 2 وذلك Lady‏ للنظرية في (د) من الفقرة .)١, ٩(‏ 

لنأخذ المعادلتين الناتجتين من السطرين الأول والثاني من 4-41 فنجد : 

-2x = 2x; + 2x; = 0 « -5¥ - وبر + و29‎ > 0 

لنأخذ 1 = ر×» مثلاء فنجد بعد التعويض معادلتين مستقلتين في ,× ود« هماء 
1- = و22 - -5x1‏ و2 = ج22 - -2x1‏ ويحلهما JË‏ متجها نميزا (أو متجها لا متغيرا) مقابلا 
للجذر المميز 4 وهو )1 ,2- ,1). أما رتبة 27 + 4 الموافقة للجذر المميز المضاعف 2- فهي 
1. ونظام المعادلات المتجانسة 0 = ×|/4+2| يكافئ معادلة واحدة. لتأخذ المعادلة 
الناتجة عن السطر الثالث فنجد 0 = و« + :22 - Xi‏ وبوضع1 = x3‏ = × تصبح المعادلة xy‏ 
0 -1- وحلها 1 = ,×» وهكذا نصل إلى المتجه المميز (اللامتغير) الأول المقابل للجذر 
المميز المضاعف 2-. وبما أن للنظام في هذه الحالة حلين مستقلين خطياء وسنجد الحل 
الآخر بحيث يكون متعامدا مع الحل الأول(1 ,1 ,1) . ولبذا الغاية نضيف إلى المعادلة 


١‏ نماذج خطية 





x, 
التى تعبر عن شرط التعامد: ثم نختار حلا‎ )1,1,1(| x, |=0 المعادلة‎ x, - 2x. +x; > 0 
Xs | 


للمعادلتين معا فنجد» مثلاء )1- ,0 ,1). والمتجهات الثلاثة الناتجة تشكل e‏ بعد كتابتها 
بالشكل الناظمى › أعمدة المصفوفة المتعامدة م المطلوبة؛ وهكذا pet:‏ 


|- 


| 
يم 


l 
2 
0 


-1 


2 
ويمكن بسهولة التحقق من أن (2- ,2- ,4( P'AP = diag‏ 
)١, ١١‏ الصيغ التربيعية 
)1( نقول إن © صيغة تربيعية في ” من المتغيرات ×»... »,× إذاء وفقط إذاء 
كان : 


H- 2 
sl- $l- Sl- 


0-55 a, x, x, =X AX 
i=l j=l 


وتسمى المصفوفة A = (ay)‏ مصفوفة الصيغة التربيعية. وسنفترض أن A‏ متناظرة. 
لتكن ” رتبة A‏ فنقول إن الصيغة التربيعية O‏ هى من الرتبة r‏ وإذا كان r< n‏ فنقول إن 
الصيغة التربيعية شاذة. 

(ب) نقول عن مصفوفة A‏ محددة موجبة إذا كانت الصيغة التربيعية Q = X'AX‏ 
موجبة من أجل أى X40‏ (ويقال إن © صيغة تربيعية محددة موجبة إذا كان 0 < © لكل 
(X40‏ ونقول إن مصفوفة A‏ موجبة نصف محددة إذا كان 0 < ×4× = © من أجل أى 
±0 × (ويقال إن © صيغة تربيعية محددة نصف موجبة إذا كان0 > © A(X #0 JSS‏ 


لنأخذ كمثالين توضحيين : 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ۳ 


]= 3 
3 وس 


فهي موجبة محددة إذ يمكن كتابتها على الشكل : 


|x =2 3x; - 2 غ3‎ 


ومن الواضح أنها أكبر من الصفر لأي (0 ,0) # X = (ri, x)‏ ونقول إن 
=l]‏ 3 | 
a‏ |( |-4 مصعوفة موجبة DIAS‏ 


1 |X =x od =2 =0 - أماء‎ 


ox‏ فهي موجبة نصف 
pee‏ لأنها اکو او تساوى الصمر لأى )0 ,0( = -X = (Xi, X2)‏ ومن الواضح أن كل متجه 
(x), X2)‏ حيث 2× = نا سيجعل 0 = Lamy eQ‏ لا كن أن تصبح ,0 مساوية للصفر إلا 
في حالة واحدة وهي عندما يكون 0 = x =X)‏ 

ونقول إن المصفوفة Pj‏ 4 مصفوفة موجبة نصف محددة. 

(ج) الشرط اللازم والكافي لتكون مصفوفة متناظرة مربعة 4 موجبة محددة هو 
أن تكون جميع المحددات المصغرة الرئيسة فيها موجبة و0 <|4|. 

(د ) إذا كانت المصفوفة A‏ أبعادها m × n‏ من الرتبة m‏ فإن المصفوفة المربعة AA!‏ 
موجبة محددة. وإذا كانت من الرتبة n‏ فإن المصفوفة المربعة A'A‏ تكون مصفوفة موجبة 
Tie‏ 

)11 ,1( بعض العلاقات المهمة في حالة مصفوفات مجرأة 
لتكن المصفوفة المربعة < أبعادها mxm‏ ولنجزئ المصفوفة كما يلى : 


"| Pp mp 
9 [èn وريه‎ 
بابب‎ Ba! 


لنعرف المصفوفة : 


PT p> i-p 
Be I ا‎ 
A I 
m-p 
: iad 
BYR’ 211 | اا‎ 
AS +25, ASA ELA واف ل‎ FE 


لنفرض الآن أن < متناظرة ومحددة موجبة» فعندئذ يكون: 
2y2 = Zo‏ و Z,,|>0, Lo2|>0, Lo. =E =I‏ 





ولنعرف 4 بحيث يكون 0 = En‏ + 42 أي 22 A=-‏ فعندئذ يمكن كتابة : 


BYB' |"; 0 |‏ 
ظ ل جد A‏ = 222 0 


ومن الواضح أن ]= i |B|‏ وبالتالى : 
Ziz‏ رول رول - BEB" =|B||=||8"|=|2|=[2,1||22‏ 


ومنه نجد العلاقة المهمة التالية : 


( \, 1 Y) 2= Zl Ez -È En 212 
o 1 
B= 
O I 


O, YY) 2= Z| Zr: -p E ae 


لنفرض الآن أن ”5 =7 أي أن : 


in | ا‎ d 
2a aJl a 22 Ol 


: فسنجد المعادللات المصهوفية الأربع التالية‎ 
La utn رولا‎ =I , Zn ورية + يلا‎ F22 > 0 
221 Fii + dian Vo) = 0 ١ ST V2 T 223 Va» =] 


معلومات تمهيدية في المصفوفات a‏ 


ومن هذه المعادلات نستنتح أن : 


(\, ¥£) Vi =I “Za Da Za > Va =En -Èn En Zz 
وكذللك:‎ 
(\, Yo) Zn =H “Paa Va > Zn =F “Vas Vi Nir 
يمكة أن ذكس:‎ (1 VE) ومن‎ 
1= Va Za = Za En Dn 





CV YY) ces‏ و78 )١‏ ك 
[Enl‏ > ايوز 2 YY‏ ,1( 


وبصورة ABLE‏ نجد من (۲۳, CV‏ و(55, )١‏ أن: 
[ra= [Ez‏ |2 





(\, YY) 
اشتقاق المصفوفات‎ )١, ١ 


ا ا ام 6 
سنعني بالمؤثر - المتجه العمود من المؤثرات أ وهو متجه mxl‏ 
هما “I =mi‏ : 


ag ال‎ 0 ar | û O | aati. «nk 
: من المؤثرات‎ mxm ونعني بالحداء 8 المصفوفة‎ 


a 0 O° 
da? 0a,0a, 0 OQ OA p 
a? 0 O° 





Daða, da | dada, 





a2 52 ewe zi 
0a,0a, 0a,0a, Dan | 


A = (Q,...,Am) 9 من الثوابت‎ mxm مصموفة‎ R حيث‎ <a R) ( |) 


۱٦‏ نماذج خطية 
وى هذه ILLI‏ يكون 
Lig R= (Serr Sar Sar‏ 
i im‏ = ا Oa da = ial e‏ 
وهكذا يكون : 


a] R)= far Fize 9 Pa) (R (السطر ¡ من‎ 


وبالتالى : 
السطر الأول من ۸ | 


السطر الثاني من R‏ ' 
لسطر UY‏ | رم a‏ 


(\, YA) £ 





2 f 
Ba (a R) 2 








السطر m‏ من R‏ 
(WO)‏ سنجد See‏ مشتق الصيغة التربيعية Ra‏ في المتغيرات a‏ حيث R‏ و© كما 
عرفناها في eC T)‏ لدينا هنا : 


a a RD- SÈ, a; 3 


Oa i=] j=l 
ð ' mm 
"a li Di و‎ +L a a +. +È Amn) 


وبالاشتقاق بالنسبة إلى به نجد : 


Oa 


i 


97 1 | mM 
— (a Ra)=n, به‎ +...+| 270 * 27 Ri Fatiga 
= Er 0, +21, a, + yr yj 
ji ji 


= ry ay + Lye = 7 
J= 


: JÊ = کیا‎ pran 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ۱۷ 


7 r om m 
a8 Ra)-| 2 (iy FF JO رد‎ Vag 4 50 
= pl j=l 


2 (a Ra)=(R+ Ra 
: متناظرة فعندئل‎ R وإذا كانت‎ 
(\, 8) © (@'Ra)=2Ra 
Oa 
نحويل المتغيرات‎ (1, 18) 
المتغيرات (سد.....»)=× إلى المجموعة‎ de get تحويل 1:1 من‎ x = Cy ليكن‎ 
والحدد التفاضلي للتحويل (أو‎ dcl + مصموفة التحويل و0‎ C حيث‎ cy = (Vis Ym) 
: يعقوبي التحويل) هو‎ 





ax, 
حك‎ i سے‎ 


Dy m‏ ولكن لدا 


وبالاشتقاق نجد: 
j= l,m) > ca =‏ أى أن © 72 و | © | إن | CT‏ 
Be 9 iS .) j ey i ra Jy =‏ . 3 


d 


\A‏ نماذج خطية 


فنجد وفقا للقاعدة في )١, Ye)‏ أن adi‏ التفاضلي لبذا التحويل هو ekg‏ أي أن 





امحدد التفاضلي للتحويل × + برهو مقلوب us!‏ التفاضلي للتحويل رج ×. 
)١, 10)‏ المصفوفات متساوية القوى 
نقول إن مصفوفة مربعة A‏ متساوية القوى إذا كان : 
(LTY) A.A hm‏ 
)1( تتصف هذه المصفوفات Ob‏ جذورها المميزة هي إما 0 أو 1. ولرؤية ذلك» 
ليكن » ie‏ نميزا لمصفوفة متساوية القوى A‏ و×المتجه المميز المقابل لہذاالحذر 
فعندئد. 
ax=Ax=AAx=A(ax)= aAx= of x‏ 
أي أن 0 = ±( -») أو 0 = ته a-‏ وبالتالي © تساوي 0 أو 1. 


1 1 0 | 

ولیس العكس صحيحا بالضرورة ؛ فالمصفوفة vi‏ =4 لہا جدران مميزان 
كل منهما صفر مع أن 4 * 4 . 4. وسيكون العكس صحيحا إذا كانت A‏ متساوية 
القوى ومتناظرة. وسنبين ذلك 3 التمهيد التالي. 

نظرية (۲): لتكن A‏ مصفوفة متناظرة فالشرط اللازم والكافي كي تكون A‏ 
متساوية القوى هو أن تكون جذورها المميزة إما صفر أو الواحد. 

برهاں: 

١‏ - لزوم الشرط. تم برهانه أعلاه. 

-Y‏ كفاية الشرط. لنفترض أن جذور 4 هي إما 0 أو 1 فتوجد مصفوفة متعامدة 


: بحيث يكون‎ 7 
PAP = A= diag (ly 1,...-, 1, 0,...-. 0) 


معلومات تمهيدية في المصفوفات ۱۹ 


ويمكننا OVI‏ كتابة : 
A.A=(PAP’)(PAP’)=PAAP=PAP'=A‏ 
وهو المطلوب. 
(ب) من )14 ,1( ومن حقيقة أن رتبة أى مصفوفة مربعة تساوي عدد جذورها 
المميزة غير المساوية للصفر نجد أنه من أجل أي مصفوفة A‏ متساوية القوى mxm Lasla‏ 
لدينا : 


(\, ¥Y) A رتبة‎ =r(A)=Da, =tr(A) 

(ج) نلاحظ أن المصغوفة الوحيدة غير الشاذة ومتساوية القوى mxm‏ هي 

المصفوفة الحايدة (الواحدية) In‏ ذلك لأنه إذا كانت A‏ غير شاذة ومتساوية القوى mxm‏ 
فان 4 "4 -4 4 "4 أو Im‏ = 4 ما أو م[ A=‏ 

(د) ومن المفيد ملاحظة أنه إذا كانت A‏ مصفوفة mxm‏ متساوية القوى فإن 

المصفوفة 4 Im-‏ هى بدورها مصفوفة متساوية القوى» ذلك SOY‏ 

(rr) (I-A) )1 - (ر‎ - 1 - 4 - 4 + 4 4-1 - 

نظرية (۳): إذا كانت A‏ مصفوفة mxm‏ متناظرة موجبة محددة فيمكن SLE}‏ 


مصفوفة مثلثة T‏ وحيدة بحيث يكون -T'A T= Im‏ 


: فلديئا‎ y'= حيث (ررلة,...,رمة)‎ © = ul Au برهان”: لتكن المصفوفة المربعة‎ 
mo m 
Q =F} aju Uj = 
j=] j=l 
a, U? + 2a), U, Uy + E +2a,, U, u,, 
+ ور‎ U; +2a,, U, U, + 7 +2a,,, Uy Uy 
+ وو‎ us + 7 +24,,, U; Un 


y.‏ نماذج خطية 
ويمكن التعبير عن السطر الأول بالطريقة التالية» إذ يمكن أولا كتابة : 


2 2" 
1 | om 1 
Hamtžayu) ener ay, U; '+2a,m{ Sayu } $a, 7 
Aii j=2 ay 


وبالتالي يكن كتابة السطر الأول وهو الطرف الأيسر من العلاقة التالية كما 
يلي : 


1 0 m l 11 
—| A, +2a,,u, > aS da |= a, t Ayu, +... + Amim) -F yee Lu, ni 
4 J=? as يو‎ 


وتصبح © على الشكل : 
شيك ,»)وق + س ست أ-9 
لنرمز الآن بالرمز by‏ اللكمية ا a,‏ وللكمية بين قوسين بالرمز wi‏ فعندئذ 


يكون : 











Q= w+ Zu u, = +Q, 


وباعادة العملية نفسها على الصيغة © نجد : 


by, 


2 
6 
Şb, u, u, =| [by u, + ا واه حلب‎ 
8 -| yban yön 
=3 j 


ien a 


, b,b 
ره ود« تساوى الكمية بين قوسين تل‎ =b, - = 


2/ ist 
b,, od 





O= =w +w +E S c u, u, 
i=3 j=3 


وبإعادة العملية نفسها حتى الحد الأخير نجد : 
بلا "بباح O=w; +} +...+w,‏ 


معلومات تمهيدية في المصفوفات yA‏ 


= f U tfi2 U2 +... + fim Um 

nef =e In Ut. ies Urn 
Ww; = f3 U; T... .. + Sam Um 
Wm ~ Jmm Hm 


والعناصر ee fy‏ 43 عبر الطريقة التي ولدنا فيها indi wi pola‏ 


H f= -i الخ. وفي السطر الثاني رط = ررر ؛‎ fa = ret Sa =i, 
: أى أن‎ 2c y= « fale, ی السطر الثالث‎ 
SNe Tar Jes وفي السطر‎ 


w= F u 





Ja Je = Jie 

d Aek 
| pan 

Tat = T فیترئل س‎ 7 = F بحيث يكون‎ Ta cu = F' wos 

مصفوفة مثلثة عليا. ولكن الصيغة التربيعية O=u' Au=w T'AT Ww‏ من جهة› وهى 


تساوى على الوجه الآخر س cw‏ ومن المطابقة : 
w T'ATw=w' w‏ 


نجد النتيجة المطلوبة ]=7 T'A‏ 

نظرية :)٤(‏ لتكن Arc ... ٠4,‏ جملة من المصفوفات المتناظرة nxn‏ فالشرط اللازم 
والكافي كي يوجد تحويل متعامد © بحيث تكون المصفوفات الحولة (CAC n.. CALC‏ 
جميعها قطرية هو أن يكون ر44 متناظرا لكل ja i‏ وبما أن جميع المصفوفات A,‏ متناظرة 
فسيكون ,4,4 متناظراء )13 وفقط › )13 كان cAi‏ ر4 قابلين iret‏ أى AA; = AA;‏ 


YY‏ نماذج خطية 
)94 ,1( الفضاءات والاسقاطات* 
نعلم أن iy. Dn) I ± > (EAn)‏ = بر حیث ر× وربرأعداد حقيقية » ,...,1,2 J=‏ 
قا متجهات (أعمدة) 3 R"‏ ويصبح R"‏ فضاء إقليديا عندما AEF‏ معنى لفهوم 
«الطول» و«الزاوية». ونعرف طول متجه + أو | | بأنه : 


lx] = (xx)? (2e) 


i=] 


وبا أن الجداء الداخلى في R‏ هو 9 :مه أبر| | لز x’‏ فيمكن تعميم الفكرة إلى 
R”‏ فنعرف الزاوية 6 بين متجهين × ور بأنها : 


| x J 
ديدم‎ =m 
EE 
والآن فان أى‎ x y= 0 أى )13 كان‎ cos 6- 0 ویر متعامدین إذا كان‎ x O ونذكر‎ 
من الأبعاد‎ k ...»:د في ,7 » حيث ۸ > ۸ تولد فضاء جزئيا ذا‎ ory من المتجهات المستقلة‎ k 


(Yé) 


(\, Yo) 


: فلدينا المصطلحات التالية‎ nxn أبعادها‎ A مصفوفة مربعة‎ OV لنعتبر‎ SCR” حيث‎ Sh 

)1( نقول إن M‏ الفضاء العمود أو الفضاء الصورة للمصفوفة MCR" cA‏ » إذا 
كان أي متجه 2 ينتمي إلى M‏ معطى بالعلاقة ± 4 = » حيث × متجه في "۸. (نلاحظ أن z‏ 
تركيب خطي في أعمدة 4 أي أن ره ,< + ... + ره × =2 حيث ره متجه العمود i‏ من (A‏ 
وبصورة رمزية نكتب : 

(Y) M= {z| z=Ax,xe R} 

(ب) نقول إن المتجه x‏ قد حول إلى المتجه 2 وفق المصفوفة 4 إذا كان × 4 - 2. 

(نتحدث أحيانا أنه يتم مسح نقطة م في "۸ إحداثياتها x’ = (n.n)‏ إلى نقطة © 
إحداثياتها (rZ)‏ = 2 حيث × 4 = يا ونشير أحيانا إلى مسح x‏ إلى 2 بأنه مسقط ‏ 
على 2. 


معلومات تمهيدية في المصفوفات Y‏ 


(ج) لنعتبر المصفوفة A‏ والفضاء الصورة M‏ نقول إن A‏ سقط R”‏ إسقاطا متعامدا 
على M‏ إذا كان A x‏ × متعامدا مع أي متجه في M‏ وذلك أيا كان cx‏ ونقول عندئذ 
إن A‏ تعرف إسقاطا متعامدا. 

ونمثل في الشكل رقم )١ , ١(‏ تمثيلا هندسيا لإسقاط متعامد. وتمسح المصفوفة A‏ 
النقطة م من "8 التي إحداثياتها “+ إلى النقطة © من M‏ وإحداثياتها cz’ = (A x)‏ 
وبصورة يكون معها ما يسمى بالمتجه الراسب من 7 إلى ©» أي —-z=x-Ax=(I-‏ 


٠‏ ونمو 


يسن | 


ب 


الل 


= 4  هجتملا وبصوره خاصة » متعامد مع‎ M متعامد مع كل متجه في‎ A)x 





الشكل رقم )١, ١(‏ تفسير هندسي لمسقط النقطة P‏ إسقاطا متعامدا على M‏ 


)١, VV)‏ المصفوفات متساوية القوى والاسقاطات المتعامدة* 
الحقيقة المهمة حول الإسقاطات المتعامدة هي صلتها الحميمة بالمصفوفات 
متساوية القوى كما تفصح عنها النظرية التالية : 
نظرية :)١(‏ تعرف المصفوفة 4 إسقاطا متعامدا إذاء وفقط إذاء كانت متناظرة 


ومتساوية الموى. 


برهات: 
C)‏ لزوم الشرط. لنفترض أن A‏ تسقط R‏ إسقاطا متعامدا على 11» وعلى وجه 
الخصوص › متعامدا مع المتجه Ay‏ حيث برأى متجه ينتمى إلى CR"‏ أي أن : 


(A y) )« - 4ل‎ x) > 0 
: أو‎ 
YA x=yYA Ax , Bek لأى‎ 
: فعندئذ يكون‎ 


4 4 = '4 أو 4 “4 = 4 وبالتالي ۸4 '۸4 = '4 = A‏ أي أن 4 متناظرة ومتساوية 

القوى. 

ب) كفاية الشرط. نفترض هنا أن A‏ = 4 و4 4 = A‏ ويالتالي Le 4' = AA‏ 
يسمح لنا بكتابة. 

لكل R"‏ ء ر A'x=y' A'Ax x,‏ “نر 

وبالتالى : 


(A y)' -ع)‎ A4 x) =0 
إسقاطا متعامدا.‎ A معام مع ± 4 - جز وتعرف‎ A yp O| sl 


(Y , YA)‏ تمارين 


\ - لتكن المصفوفتان (A‏ 8 حت : 


4 -3 3 0 1 -l 
B=|2 -1 2| + A=|3 -2 3 
-3 3 -2 2 -2 3 


والمطلوب التحقق تما يلي : 


! 2 
(A-— BY = =8 = + B) =] 


Yo تمهيدية في المصفوفات‎ Ole gles 


۲ لتكن 4 المصفوفة : 


i 
|! 
س الي ايك‎ 
NAIA 


A” ثم أوجد‎ ‘Adj A A> 9] 


: بين أن محدد أى مصفوفة من الشكل‎ - Y 
ا‎ ë MP 


يساوي ENIE‏ 
tO ser 4‏ 
tr(CD)=tr(DC) «  tr(A + 8( = tr(A) + tr(B)‏ 
0 - برهن العلاقة )19 , .)١‏ 
5 - بين أنه إذا كانت 4 مصفوفة mxm‏ متناظرة فإن مجموع مربعات A polis‏ 
يساوي مجموع مربعات جذورها المميزة. 
Aol, \*) 6a ۷‏ | 
۸ - لكل من المصفوفتين المتناظرتين التاليتين أوجد مصفوفة حقيقية متعامدة م 


بحيث يكون P'AP‏ مصفوفة قطرية. 


3 6 -4 -9 2 6 
A=|-6 4 2] « إعم‎ 2 -9 6 
-4 2 1 ]6 6 7| 


AV, YO) 9 )1١,52( أثيت العلاقتين‎ - ٩ 


٠‏ - بين أن الصيغة التربيعية y‏ 4 لر حيث »؛ 


y3 
Se ae 
TE 
داق‎ SS ak 
3 3 3 
wi = 
3 3 


3 ae 
EOY Gas 
i=] 
— بصورة‎ at - ١١ 
y Ay= y (I, — Jn) y= £O,- 


حب "ل مصهوفة مربعة NXN‏ جميع عناصرها تساوي 1. 
“لیکن Lm six’ = = (Xis. Sek‏ المصفوفة dad A‏ التربيعية × حيث 


- لتكن الصيغة التربيعية 


Q= 6x? + 3x; +4x,x, +x; +2x,X, +x; 13د‎ + 21 


المي ل اا E.‏ 
اكتب © على الشكل ay OS" ‘Ax‏ 


- لتكن الصيغة التربيعية Bx‏ ×= ©0» حيث : 
-l‏ 3 2 
B=|1 1 2‏ 
l‏ 4 3 
)1( اكتب الصيغة الجبرية المفصلة ل 0. 
Zo T E,‏ في صيغتها المصفوفاتية وف صيغتها الجبرية المفصلة وتحقق 


LV > 7 ibe) -‏ حيث E‏ مصقوفة nxm‏ اكتب المعادلات النانجة عن هذا 


الجداء بعد تجزيء < Vig‏ ثم بين بالاستفادة من )١, YE)‏ أن En‏ ورل- - 7 7. 


معلومات تمهيدية في المصفوفات 


7 - لتكن × مصفوفة nxp‏ رتبتها <n) p‏ م). 
(] ) بين أن المصفوفة + "(× AX‏ متساوية القوى ورتبتها م 


(ب) بين أن المصغوفة لا '(× )×1 متساوية القوى ورتبتها م n-‏ 


YY 





= 











pO) gai) 


التوزيم الطلبيقي dasa‏ متغيرات 
وتوزيعات المعاينة اللامركزية 


(Y, ١١‏ مقدمة 
سنستعرض في هذا الفصل التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات تي وكاي مربع 
وإف اللامركزية. واستخدام جداول القوة بالاستفادة من التوزيعات اللامركزية. 
تعريف :)١(‏ نقول إن التوزيع المشترك للمتجه العشوائي PK. Xin)‏ 
التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات » إذاء وفقط إذاء كانت دالة الكثافة المشتركة : 


0 n ep| 2-2" (| 

حيث ب2 مصفوفة mxm‏ متناظرة موجبة محددة سنرمز للعنصر نز منها بالرمز Oy‏ 
وسنری أن BX) = wy‏ حيث ب العنصر i‏ من لمتجه ير X) = oy Oly‏ ,)م0 
وت = VX)‏ ويسمى المتجه بر المتجه المتوسط » وتسمى المصفوفة ب2 مصفوفة التباين 
وتان Liesl gf‏ مسقو قد del‏ 


نظرية :)١(‏ تكامل دالة )۲,١( BES‏ فوق الفضاء الإقليدي 53 gem‏ الأبعاد 


يساوي الواحد. 
sl‏ أن : 
EMD ro ab SE‏ 
e- ind =1‏ "ار - ع Erei‏ | | 


55 


- نماذج خطية 


برهان: لنقم بالتحويل U=X- u‏ > فقيمة المحدد التفاضلي لذا التحويل تساوي 
الواحد» ويصبح التكامل في (Y.Y)‏ على | ai‏ 
Isla‏ 2 + + 7 
J (27 i i‏ 


=o — 





ap|- =u z'u dU, ... du, 
أت‎ e 
ب2 مصفوفة متناظرة موجبة محددة فيمكن إيجادمصفوفة مثلثة 7 بحيث‎ Olly 


يكون 3837-7 '7 لنضع cu = Tw‏ فا محدد التفاضلي لهذا التحويل هو[ 7 |. ولكن 


rf -‏ أو =z)‏ ]7[ ونجد أيضا أن : 





“il 


5 A =w ro Tw=w w= we 
1 
: التكامل‎ wt Le يصبح‎ (Y) 3 وبالتعويضص‎ 
2 a و‎ ya 
BLW oar E exp > Wi 


1 i 
0 كد سيد‎ gi (w, ) 


1 2 


ق" - gw)‏ > ...1 = ويصبح التكامل في CV)‏ 
I‏ 





J Jel Wm) AW, „dw, =I f gw) dw, =] 
چ“ چ‎ i=l ہہ‎ 


(Y, Y)‏ التوزيعات الهامشية 
كمانعلم» يسمى التوزيع المشترك لأي مجموعة جزئية من <m‏ م من عناصر 
المتجه ×» مغفلين العناصر ال mp‏ الباقية » التوزيع البامشي. لنسحب العناصر ال م 
التي نهتم Leh‏ توزيعها المشترك بحيث تحتل المواقع ال م الأولى من المتجه × » ولنرمز 
لبذه المجموعة من العناصر أو المتغيرات بالرمز Ky‏ ولا بقي من عناصر د بالرمز Xo‏ 
ويتضمن م-” متغيراء وعندئذ يمكن كتابة المتجه العمود لا على الشكل VAL‏ 


التو زيع الطبيعي بعدة متغيرات وتو زيعات المعاينة pw‏ كزية ۳١‏ 





(Y, £) 59 عا‎ 
Xe 
po mp 
(Y, 0) u= Ho pE . z 0 
= ۸“ wap | “21 222 | 


E 
المتغيرات ع 0 ا‎ Xi) ب ك‎ . = X 2 Fa | d 5 J Nall) لطب ي‎ j| 


SA )2( 


ويتضمن رم المتغيرات الباقية ,برك ؛ 6 Xm‏ فعندئذ تكون دالة الكثافة المشتركة 








s a 
R(X) 5-9 X,) = ak = exp (x be - -H p) En (Xm - -u,,)] 
NA L41)s 21 أي دالة كثافة التوزيع الطبيعي‎ 
AÉ فعندئل‎ X- = [1' لیکن‎ Oly 
0 gi Tiea 
f (Wr Wa) = are P لا‎ * 
: وليكن‎ 
pr -F م‎ 
اك رس‎ eet * i e] 
0 ون‎ W in eal a 48 | 


W Vw= Win Mir Way tia Yar Way +My Fir Wia Woy Fa Wer 


aa ap) 
{word +W مك | ولأ و‎ +W oF 12 Va j 


Wa) a 2 Va Va) Way 


وبإجراء التحويل : 


1 


A =w' 4 V3 + V2 Vz 2 


جد من قاعدة الاشتقاق )١, YA)‏ أن ا ويكون المحدد التفاضلى 


للتحويل 2 ا e‏ وبالتعويض فی (1 , ۲) نجد: 


g? Ti "3 ا‎ 
J (Wq)>Z) EP E (V,, = ViVa Yawo | 
(Y, V) ap| -2z | 


2l | Mool=l2u bs FS بكاوم د عرد‎ O1 OV VV g CV, YO) ومتذكرين سن‎ 


: على الشكل‎ (Y, V) ALS يمكن‎ 


{Wa > BE apl- zon w apl -5 zÈ 2 1 


: AS Zmp i vee OL] 9 99 وبالتكامل‎ 


f Wp) = Eul? 1 i ap|- Lwi wo 


(Or)? 
: وأخيرا‎ 
(Y, A) 5 [2 1 a 
I (Xs Xp) -Eu اميه‎ -tko -äi Ži 5 - i) 


نظرية (۳): إذا كان X‏ متجها عشوائيا يتبع التوزيع الطبيعي NCE)‏ فيكون 
توزيع Y= CX‏ حيث 0 |0 |هو التوزيع الطبيعي ("050, ‘Nm(CH‏ 


التوزيع الطبيعي بعلة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية Yr‏ 


برهاك : لدينا 


zj? ap| -zl - u) £; )- 3 


ويكون توزيع ۲ : 


f Cires Xn) = 








BV 9-+ Ym) = ny"? p-2" ر‎ - z` (c ابره‎ 


5| 2 0 
AE exp --cuJor CU Û cu) 





5 E exp -3-caj(czc)' (y cu) 
: وبالتالي‎ | ef F ولكن للعو اد‎ 
cacy" (y-cu) 


وهو المطلوب. 





(¥,4) 
(Y1 Ym) = 





(۳, ۲) التوزيعات الشرطية 


نظرية (4): بالعودة إلى النظرية (۲) فإن التوزيع الشرطي للمتجه X‏ علما أن 


: المتجه رم مشت هو التوزيع الطبيعي‎ 
cy. 199 N, H y +2 Ez ke, =H); 2ے‎ 22 E 


0B»‏ بوضع W= × - u‏ وتذكر أن التوزيع Eoad sale!‏ هو 


P(Waر)‎ = -Eal q2 د ات‎ 5M (2) 22 179) 
(27) 
a : يكرد أن‎ cq=m-p حيث‎ 


, 1 
أله‎ a iA l 





RE Wr 
ساف‎ T م‎ Pays Ya) 


T? 


أى أن : 


Hi 


VP. F W 
Q= (wawa) a a -wo (Va —VoViy Via) Wo 
Fa Faj 


- ipe کي‎ Aia 
و بعل الط والاختصار جد‎ . Lo, =), - Fn Fn Fe أن‎ pics 
Q=w 0 Vii Wa) +w oy Wi) +w )2 Vy Way TW PAMA Wia) 


=(w,, +V'V, Won) 2005 +P Vi, wa) 


وباستخدام العلاقات YO) )١,75(و O, YY)‏ ,1( وملاحظة أن 
بور -= V Va‏ نجد بعد التعويض فى VV)‏ ,۲) أن : 


1 
ا 


3 e, a * 


Lt, a l | oe aa ظ 5 في‎ 
exp "5 Ki Zln We) 0 2 E | (wa - 242239 Wo») 


وهو المطلوب. 
نرمز عادة لمصفوفة التباين والتغاير في التوزيع الشرطي eX! Xe)‏ بالرمز 2,2 


PPI 212 21 - 22‏ للعنصر ij‏ من هذه المصموفة بالرمز 2 9 يسسمى 


التغاير الجزئى. 


وتسهيلا لحساب قيمة المتوسطات ومصفوفة التباين والتغاير في التوزيع الشرطي 


نقدم قاعدتين مفيدتين» لنفترض أن ل يتوزع وفق التوزيع الطبيعي Noli E)‏ فيمكن 


تبيان 


: gu ها‎ 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية Yo‏ 


فاعدة :)١(‏ متجه المتوسطات في التوزيع الشرطي رول | X‏ هو المتجه الناتج عن 
حل ilas‏ المعادللات 0= 





0 
£ 65 حيث (uy! EO)‏ = © هو الصيغة التربيعية 
)1(—= “~ 


لتوزيع المتجه X‏ 
فاعدة (۲): يمكن الحصول على مصفوفة التباين والتغاير Ena‏ للتوزيع الشرطي 
كلها رمك بحذف السطور والأعمدة المقابلة Xo pols‏ في المصفوفة "<=/ ثم أخذ 
معكوس المصفوفة المتبقية. 
تعريف (Y)‏ المصفوفة ا227 هي مصموفة المعاملات فى انحدار Xo‏ على Xo‏ 
عنصر ij‏ من هذه المصفوفة بالرمز By‏ أي : 
(Y, \¥) Ezz) = 4,‏ 





وبرمز ا 


: ويسمى المتجه‎ f= Pte , 1- حيث ص....1‎ 
(Y, ١5( Exo نر - رو ا‎ +223 (Xo =o) 


تعريف (۳): يسمى المقدار : 





(Y, 10) Rhea Dy J = hel 
مثبتة.‎ Xm: Xp ور× علما أن‎ Xi معامل الارتباط الجزئي بين‎ 
CTT 





معامل الارتباط المتعدد بين X29 Ai‏ وبا أن ) کی ¬ 0= 0 حيث 02 


العنصر 11 من 2412( فيمكن كتابة : 


ae \V) e,4 =0, (I- R2) s Bree 





۳٦‏ ست و 
أو : 
Fe =T‏ ۸ ,۲ 
و (Y, 1۸) Ri 2) = E‏ 
O ii‏ 


CY, ٤(‏ الدالة المميزة 
نظرية (8): الدالة المميزة للمتجه العشوائي X‏ الذي جورخ استماليا Pa‏ التوزيع 


i 1 
it =t Lf 


(Y, 14) Øx )( - E(e 4 2 =e = 


برهان: با أن المصفوفة "< متناظرة وموجبة محددة فيمكن ILE)‏ مصفوفة مثلثة T‏ 
محیث يكون 21-7 ”7 ویالتالی يكون ETT! =T YT E =T‏ لنعتبر 
التحويل ۲ 7 - بر - > فيكون توزيع ۲ عندئذ هو التوزيع 7 , 2/.)0» وذلك بالاستناد إلى 
النظرية (Y)‏ والدالة المميزة للمتجه ۲ هي : 


py (@)= E( pF 7 د‎ e 


j=l 


كه = :4 


fx (D) =E Ele i! «bee if sie 
=(c'"* Je (et re) 


9 صله جل : 


: بم ح '0) نجل‎ T isk, 


lary T't) 


py (t)=e""" p(T’) =e" e? 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية Yy‏ 


tu git _ iu! 
کے‎ e 2 =f 2 


وهو المطلوب. 

: وهي بالتعريف‎ M y )4( الدالة المولدة للعزوم‎ okey :)١( مالاحظة‎ 
(Y, Ye) M,(D=E(e**) 

يكفي وضع ity‏ - بدلا من كل مركبة را من مركبات المتجه (,ار,....4) = م 

وبالتالي وضع it‏ - بدلا من ct‏ في عبارة الدالة المميزة. 


ع بپ 


Mx O= (i)e a 
ملاحظة (۲): من الاستخدامات المفيدة للدوال المميزة ودوال العزوم أنه يمكن‎ 
المتجه = الا‎ OLS yo مجموعة جزئية نختارها من‎ CY التعرف بسهولة على الدالة المميزة‎ 
من المتغيرات التي‎ X وذلك بوضع صفر بدلا من كل ؛ مقابلة لمتغير‎ (MX. Xi) 
الواردة في‎ Xo = فمثلاء يمكن إييجاد الدالة المميزة للمجموعة (ل....,لم)‎ > Lal: Lee] 
stay = 0 أي‎ fpi = بوا‎ = ... = tm = 0 النظرية (۲) الخاصة بالتوزيع البامشي بوضع‎ 
: نجد‎ TGA وبكتابة الدالة المميزة بالشكل‎ 
Pr Kix bs sa) )= exp 7 i 6 | 


ر )£02 \ 


fy. ty 211 212 اك‎ 
Vo ظ‎ É C 
2 Da Èn Foy 
: نجد‎ ta) = 0 وبوضع‎ 


YT r P 
(y, YY) Py, kolap Harte onto | 


T TT 





وهي الدالة المميزة المقابلة لتوزيع طبيعي Npa Zi)‏ وهي النتيجة نفسها التي 
وصلنا إليها في النظرية ۲ الخاصة بالتوزيع البامشي. 

ملاحظة :)١(‏ كما فى حالة متغير واحد لدينا من تعريف الدالة المولدة للعزوم 
(أو الدالة المميزة) : 








-E (etx) cee: | 
Ot \ 1=0 t=0 | 


وبتطبيق هذه النتيجة على الدالة المولدة للعزوم E‏ )2.21( نحد : 


0 


=" oxy t'u 50 
"o | 2 








0 m 
EDF M0 





(Y, YY) = اا + ير‎ 

أي أن بر = ci = Lm A(X)‏ ومتجه المعالم بير هوء في الواقع» متجه 

المتوسطات. ويمكن تبيان أن مصفوفة المعالم E‏ هى مصفوفة التباين والتغاير أي أن 
Cov )X X) 9 » KD‏ = رت . 1,...,7# = ر. والبرهان متروك كتمرين للطالب. 


SS PW توزيع كاي مربع‎ )۲ , O) 
,ا مستقلة ويتوزع كل منها وفق التوزيع‎ 6... MK) نعلم أنه إذا كانت المتغيرات‎ 
حيث‎ ZED ×7 توزيع‎ oN وسندرس‎ A هو التوزيع‎ DA? توزيع‎ Ob NO, 1) 
| 1 


يتوزع × وفق التوزيع الطبيعي )1 i= 1,...,« N),‏ أي أن .E)X) = m‏ 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية 3 
ليكن 24- p‏ 2 > فيمكن كتابة دالة الكثافة المشتركة للمتجه X= (Xis... Xr)‏ 
على الشكل : 
Lt, TE) dFaep -+(x = 14‏ 
حيث يعني الرمز » تناسب طرف العلاقة. ليكن Y = BX‏ حيث 1 B) :BB'=‏ 
مصفوفة متعامدة) فعندئذ O= E(Y) = E(BX) = B u‏ و : 
BB y=! =p? -24- 5‏ بر - 0 0- :5,6 (Y, Yo)‏ 
ويمكن تحديد عناصر المصفوفة 8 بحيث يكون 0 > ,6 =...= Q‏ = ,6 و '2 - 62 
وهكذا rls‏ 
ررر حير “بر x=‏ ايت در دع 
حيث ,۲ 6 ... » ۲ متغيرات طبيعية معيارية N(0,1)‏ و,۲ متغير طبيعي متو سطه 
= ,9 وتباينه الواحد والمتغيرات Kye Ky‏ مستقلة فيما بينها. لنكتب الآن : 





احم 


=F" , TF 


fi 
i=l 


فعندئذ يتوزع U‏ وفق التوزيع (7)6-1 بينما يمكن التعبير عن توزيع ,۲ بالعبارة : 
dF, exp] Û, - 7} 4,‏ 
وهكذا يمكن التعبير عن توزيع 7 بالعبارة : 
“لت acide‏ اود ee Mad‏ ين هدم 
dF, = fda | (vi A} |»‏ 


-VEY | dv‏ )ل - أده 


ين لا و1 هو : 








al RAL والتوزيع‎ 





l l n ao دم‎ i ka i 
dF(u pat e yee 2" q2" dudi 
0 (2r)! 


| : H حت‎ à | 
[J| =z ot=2(1-—w) cu=zwid « iS FT 2=» +1 وبا جراء التحويل‎ 


ويكون التوزيع المشترك W ZI‏ معطى بالعبارة التالية : 


qd A Sens 
was U- e 


a Ar z ”)1- w) -5w 2 2 3( (7-3) 
r=0 (2r)! 


1. | | 
-=—(z+A') —{n-2) —({n-3) 
م‎ 2 z? wW? 


zdwdz= 
(1- wy? رة‎ Or T 2E aw dwdz 
: للمتغير2‎ H(Z) على التوزيع‎ rat 1 وبالمكاملة فوق 2 من 0 إلى‎ 


l .م‎ 1 1 1" oF ھا‎ l 
-+A —(n-2) م‎ * A 2 —(n-3) r-— 
5 يټ‎ | w? (lw) 2 برك‎ 





dH (z)=ce 
(z)=ce ) 2 اد‎ 
=ce “3 wy steal eee Ar 2" Be + (n- +r a 
r=0 (2r r)! 


ولحساب ثابت التناسب ء نلاحظ أولا أن هذا الثابت مستقل عن CA‏ وبوضع 
0 - 4 في هذه العلاقة الأخيرة يجب أن تكون العبارة الناتجة هي بالضبط عبارة التوزيع 
(n)‏ (لاحظ الآن أن الحد الوحيد الذي لا ينعدم من حدود السلسلة اللانهائية هو 
الحد الأول المقابل لر 0 (r=‏ وهذا يعني أن : 
cBel + (n-2), Le-‏ 


وميه me‏ 
FOG‏ 
2| )2 
ill‏ وبكتابة ع وهو الرمز المعتاد لعدد درجات الرية› بل لا من ۸ SAE‏ 


| aod 
(y, Y3) n Ca agr 


sae RET Pa: 1 
2 3 1 


-Bel > (v-l),r+ Laz 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية ٤١‏ 


ويمكن كتابة TU‏ ,۲) بحيث نعبر عن توزيع ‏ اللامركزي بدلالة توزيعات م 
مركزية. إذا وضعنا 22 بدلا من 2 في (Y, VV)‏ وعوضنا عن الدالة بيتا Le‏ تساويه 


بدلالة الدالة جاما نحد : 
pje,‏ 
dH(z)= > 1‏ 


10 1 e 
2 alah 


ولكن تت 1 (2r)!=1.3.5...2r-1).2" rly‏ وبالتالي : 


| 2 
(Y, YY) (r+! (5) 
Ya a 


(2r)! 2 rt 





l 1 
Y. TA 1 -32 98 
( 5 ) 2ج‎ e 2 با‎ (2) 





dH (z)= Soe. ——— و جج‎ Fas g 
= pl eee 107 tid 
me f 1 : 13 (v+ 2) B 


حيث Enar‏ توزيع مر مركزي بعدد 27 +« درجة حرية. وهكذا نجد أن : توزيع كاي 


مربع اللامركزي بعدد v‏ درجة حرية ومعلمة لا مركزية 2 هو مجموع عدد لا نهائي من 
Shag‏ الركزية كل من مل أو مجح بترجيحة هي حد من حدود Sly‏ 
,٦(‏ ؟) الدالة المولدة للعزوم لتوزيع 7 اللامركري 


M; ()=E(e”)= fe "gaa, (d 


r=0 


sil Tailed => ax j” 82, (2) = 2o 2) ° ت‎ 


ويمكن = E(Z)‏ و ViZ)‏ باستخدام الدالة 00 للعزوم. 


v+2r)-l 
ع‎ EA (+ 2r)(1- 21) “ann 
r=0 F 





0 


i, 
1 


À مت‎ 


3 =v+2E(r)=v+2A 


Cy. ¥'*) درن‎ pe. 
VEZ 2 


n-i 5 

ونصل إلى النتيجة نفسها بالعودة إلى العلاقة 7 + U‏ - 2 حيث 77 ۶= ل و 
ا 

E(T)=v ومنه‎ ET) =V) + Bly (-1+ 24 بالفرض و‎ U) - ly 7 = Yg 


24 +ع متذكرين أن ۸= . ويمكن تبيان أن : 
V(Z) = 2(v + 4A)‏ 





(۲,۳۱( 
وقد تركنا ذلك كتمرين للطالب. 

: يمكن تعميم المعالجة السابقة لاشتقاق عبارة توزيع تم اللامركزي إلى 
الحالة التي يتوزع فيها المتجه XXi. Xn)‏ وفق التوزيع NUE)‏ نعلم أنه توجد 
مصفوفة متعامدة 8 بحيث يكون ٤‏ = 8'28 وحيث تشكل الحذور المميزة للمصفوفة "< 
العناصر القطرية للمصفوفة القطرية ©. لنقم بالتحويل X= BY‏ فيتحول 76ل إلى 
الصيغة التربييعة CY‏ إذا كان 0 < mr‏ من العناصر القطرية للمصفوفة © أصفارا 
سنحصل على صيغة تربيعية تتضمن» في الواقع» ١‏ من المتغيرات Y‏ وبالتحويل من Y‏ 
إلى 2 وفق التحويل Y=DZ‏ حيث ( مصفوفة قطرية تحقق العلاقة «DD? = ٥"‏ فعندئذ 
يكون : 








017-72 ا ع XX‏ 
حيث يتضمن المتجه 2 عدد + من المتغيرات الطبيعية المستقلة » تباين كل منها 


الواحد» ويحقق المتوسطات )0...0( =0 = A(Z)‏ العلاقة : 
9 ما 8 - بر 
وبذلك نكون قد اختزلنا الحالة هذه إلى الحالة التي نوقشت في الفقرة السابقة مع 
معلمة لا مركزية A‏ معطاة بالعلاقة التالية : 
Ct ¥%) a‏ 


التو زيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية $y"‏ 


# اللامركزي ra‏ درجة من الحرية حيث ٣‏ رتبة 2» وبمعلمة لا مركزية بر 87 /ير-1 


(YY)‏ توزيع ۴ اللامركري” 
لنعتبر أولا توريع نسبه متغيرين Zye Zi‏ 





ن ويتوزعان Gs‏ توزيع Z‏ 
اللامركزي ب ١۷ء‏ د« درجة من الحرية » على الترتيب› وبمعلمتي لا مركزية cA cA‏ 








: فالتوزيع المشترك متعيرين هو‎ tind sl على‎ 
-A(2+4) 11-2) 
4 8)2,,2:(- oa aen” B dto- 
22 T (3) 0 لكك‎ r) 
ري‎ YY) -3(2+42) a 5 
6 siu Bel = 5 = 


2 Oy! M- 0 —_ 


y ae iE : i u 0 5 i‏ اخ 
وو e‏ وعندئذ « = |/| c‏ نجد بعض التعويض ف )2.28( : 





5 a A) any"? 5 1 
dH (u) = [mE 5 w) g Bel (v -1),r +5 


d "Fla >) ME a 


Fe yi (v, - Fife 5 5 


: والتسيط نجد‎ v= ر۷ + رد‎ A= ۸ + وبوصع ر۸‎ 
iy 31 c oe 
sex a kia iGo 
nth miia (2s)! , 1 | لماك‎ 
5 > au “ta 5” +5 





Be 70- 1), s + 1 vad 


3 نماذج خطية 


æ% a A | [‏ ) ظ 
wee pa‏ 3 عب CY. Y 4 ) | fe -3v+u) K‏ 
0 





والتكامل بين قوسين يساوي r{tveres) (Ej‏ وهكذا نجد : 


1 3 59 
تت‎ AAO CIOS 


dH (u) =e E —— X 
ETE] FHA 2(3 vi PR- +S iG 
ee 2 2 
55558 
(Y, Yo) | 1 i g 
\l+u j} 


ST 


أن ينا ا أمظ قا اتفسة يفا :أ كنا .كنا Hie)‏ 


510 .2)...4.3.2 — 1()25- 25()25) مم 


di‏ و ا 
z (28 -25 9.313)‏ 


— 
2)2s -1)..43.2.17{ 5) 2 s! 


fir) 1 37 
Me gs ا‎ 1 
“معام‎ 2 rls! 
: لتصبح كما يلي‎ )7 ,72١( وبالتالي يمكن تبسيط‎ 
FY LYA j 0 
(Y, ہل‎ die (24) 86 تس‎ rt Pa 


1 » 2 
dH(u)= {ine 1 5 LL r! s! ltu, 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية 3 


تعريف (9): نقول إن توزيع النسبة : 


cv. TY) ft Z, ÍV; _ ۷2 
ب ادك‎ W دك‎ 


فير # لا مركزي بعدد من درجات الحرية vi‏ وبمعلمة لا مركزية 2 و 
Zr‏ متغير / مركزي مستقل عن Zi‏ وبعدد :ا من درجات الحرية» هو توزيع إف (P)‏ 
اللامركزى بعدد من درجات الحرية vi‏ في البسط vzg‏ في المقام وبمعلمة لا AAS yo‏ 
ونرمز له عادة بالر مز „F'(vi, ۷2; A)‏ 


i —‏ د i | , ¥ sa‏ 
= ل على توزیع F‏ اللامركزي نضع 6 ل و0 A=‏ و = ۸ في 








(۳۱, ۲) متذكرين أن وضع 0 = ي4 يؤدي إلى انعدام جميع حدود السلسلة باستثناء 
حدها الأول المقابل ل 0= os‏ فنجد : 


| 
iY F <tr 
اا‎ 6 j | 
وا‎ où 2 | 0 دنا‎ | (Fy? 
dG(F")=e 2 ا بج لسلست رر‎ 
= Be L +r ظ د‎ z0r 
e i ململ‎ 
V2 


وتختزل هذه العبارة إلى عبارة توزيع SHSM F‏ بوضع A=0‏ 
(۸ , ۲) توزيع ۽ اللامركري 
نعلم أن التوزيع المركزي FUL, v)‏ هو مربع توزيع t‏ المركزي vr)‏ وكذلك 
الأمر dak‏ أن التوزيع اللامركزى F ')1, v2)‏ بمعلمة y‏ مركزية A‏ هو مربع دوریح t‏ 
اللامركزي tloa VA)‏ » أي أن (۵ ,ود)*/ va A=‏ ,۴)1 حيث A‏ = 8. 
تعريف (5): نقول إن توزيع النسبة : 
(Y, ¥4) P PE.. k i‏ 
xr (v,)/v,‏ 





5 نماذج خطية 


حيث U‏ متغيرا طبيعيا معياريا مستقلا عن )22002 هو توزيع ٠‏ اللامركزي بمعلمة 
لا مركزية 6 ود« درجة من الحرية. 

وبوضع 1 = رہ و83 = ۸ في (۳۸ , ۲)نحصل على عبارة v)‏ ,1)' ۸ وإذا أجرينا 
التحويل jet ٣۳۲‏ على توزيع ٠)۷١, À‏ حيث د« عدد درجات الحرية وة معلمة 
اللامركزية. 

وتستمد توزيعات المعاينة اللامركزية تي وكاي مربع وإف أهميتها من أهمية 
توزيعات المعاينة المركزية ALL‏ لبا ؛ وت و۴» إذ تشكل الإحصاءات t‏ و2 Fy‏ المركزية 
إحصاءات الاختبار في معظم الفرضيات الإحصائية التى نواجهها في تطبيقات الإحصاء 
وفي التحليل الإحصائي. وإذا كاملنا التوزيع المركزي فوق منطقة الرفض نحصل على ما 
يسمى مستوى الأهمية a‏ للاختبار الذي نقوم به أو حجم الخطأ من النوع الأول تما 
bos‏ على قوة الاختبار إذا كاملنا فوق منطقة الرفض ذاتها التوزيع اللامركزي 
المقابل. Shay‏ جداول تعطي قوة الاختبار من أجل قيم مختلفة لحجم العينة وقيم مختلفة 
للمسافة بين القيمة التي تحددها الفرضية العدم Ho‏ والقيم البديلة التي تحددها الفرضية 
البديلة ,77. ومثل هذه الجداول مهمة من زاويتين إذ نريد معرفة قوة اختبار قمنا به من 
جهة ومن جهة أخرى نحتاج إلى هذه الجداول عند تصميم دراسة إحصائية وذلك 
لتحديد حجم العينة ” اللازم للوصول إلى اختبارات تتمتع بقوة حددناها سلفا. 

)4 , ؟) تمارين 

١‏ - إذا كانت A‏ مصفوفة متناظرة من الثوابت nxn‏ و۸ مصفوفة متناظرة من 

الثوابت موجبة محددة nxn‏ فاحسب التكامل : 


J-Je-o'4e-oer7|-F6-o1RG-9) dr, te, 


التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات وتوزيعات المعاينة اللامركزية ۷ 


۲ - ليكن الحجة (Yi, Ya, Ys, Ya)‏ = ۲ متجها عشوائيا يتبع التوزيع الطبيعي 

Nas ©)‏ والصيغة التربيعية ر - (Y - uw)! E‏ = © معطاة على الشكل : 
—2y, +8‏ ون[6 - ر2 - OY,‏ - ول[ رن[ 2 + رر 27+ y,‏ + وبر2 + +2y3‏ /بر3 - 0 

(]) أوجد "2 ثم E‏ (ب) أوجد بر. 

fil, 3) Air) (د) أوجد‎ hyi | أوجد ( بسر وبر‎ (x) 

(ه) أوجد رم (و) أوجد 2 Ring‏ مستفيدا ثماوجدته في (ج). 

۳ - ليكن X‏ متجها عشوائيا 1× يتبع التوزيع الطبيعي NCE)‏ بين أن توزيع 
۵ - 0 هو التوزيع ÉM)‏ 

: هي‎ X -الدالة المولدة للعزوم لمتجه عشوائي‎ é 

—t, +2t, + +h + 2t; ->h -ts‏ ؛ أصه- هايا 
أوجد قيمة الثابت © بحيث يكون : 
Pr [2X;-Xx) + X% >c] = .95‏ 

5 - بين أن مصفوفة المعالم < الواردة في تعريف التوزيع الطبيعي بعدة 

متغيرات هي مصفوفة التباين والتغاير أي أن VX) = oy‏ و(× ,)000 = j= «Oy‏ 


...ر1 . 
7 - إذا كان للمتجه Y‏ التوزيع الطبيعي بمتوسط 0 - بر ومصفوفة تباين وتغاير: 
0 1 4 
1 2 5-11 
ÛU 1 3‏ 
ot a> 9) (1)‏ (ب) أوجد التوزيع البامشي YD‏ 


(ج) أوجد التوزيع المشترك Yag ۷, J‏ 
(د ) أوجد التوزيع الشرطي Ni)‏ عند تثبيت» Yag Yo‏ 


. Rè درم وديم (و) أوجد 223 و‎ Pu أوجد‎ (a) 


۸ نماذج خطية 


Pry B NEW في (د) أوجد معاملي‎ O) 

)~( أوجد متوسط وتباين Z‏ حيث ولا+و[6- 41 = 7. 

۷ - إذا كان Y e Ya ٠۲,‏ تتوزع بصورة مشتركة وفقا لتوزيع طبيعي مصفوفته 
التربيعية هي : 

0 = ر2‎ +3y3 +4y; + ربز ربز2‎ - 2[, Ys - ونزرنز4‎ - OY, - Oy, + 10y, +8 

١ Rie) 3 JV! ,درا‎ y3) أوجد‎ (oO) wit =" A> أو‎ ( Í) 

4 - أوجد باستخدام جداول تانج (Tang)‏ قوة الاختبار في كل من الحالات 
التالية : 





1 
١‏ - إذا كان المتجه ۲ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي NG In)‏ أوجد التوزيع 
المشترك للتركيبين الخطيين لا 'ي = 1و۲ M = B‏ حيث 0 = #8 بالتالي بيّن أن My L‏ 

مسعقلان. 


5 - بيج SoG‏ هن التمرين VY)‏ أن ةإتاكاتت لآ ...د مشقيرات 
طبيعية معيارية مستقلة فإن ۲ و ۲- Y,‏ مستقلان لكل i‏ 

٠‏ - المتجه ۲ يتوزع وفق التوزيع الطبيعى الميعاري NaO, In)‏ أوجد الدالة 
ld By I‏ زوم =(¥,Y,-¥,...¥, -7( ae‏ 7 تنما 
L(Y, -YY‏ مستقلان. 

14 -اثبت علاقة تباين توزيع ر اللامركزي المعطاة في AY YN)‏ 


TE S pe 


» Fol ex 





ENON النميل‎ 


توزبعات صبغة ترببعبة 





0 = توزيع صيغ تربيعية مر كزية ر - يز) © '(لر - بز)‎ )",١( 


نظرية :)١(‏ ليكن المتجه العشوائي ۲ الذي يتبع التوزيع الطبيعي(7مرر),/2 » 5 › 
مصفوفة mxm‏ موجبة محددة. لتكن الصيغة التربيعية 1 (v= WY GO-‏ - © حيث © أي 
مصفوفة حقيقية متناظرة. فعندئذ يتوزع المتغير العشوائي © كتركيب خطي في m‏ من 
متغيرات كاي مربع المستقلة» كل منها بدرجة واحدة من الحرية أي : 

O =A zi )1( + 4,75 )1( +... + A, x31)‏ م 
حيث المعاملات 1.5m A‏ = زهي الجذور المميزة للمصفوفة GÈ‏ أو LUG‏ 
برهان: لنأخذ الدالة المميزة للمتغير 0 فنجد : 








(Y, Y) "O PIE 
p(t) = E(e = SE e - 2 بر ) (0 ]21 - زر‎ - 1) \dy 
9 ar Ae | 
O baande -zuo -210z 


لاحظ أنه ليس من الضروري أن تكون 26 أو GL‏ متناظرة. ey‏ أن به موجبة 
غيددة ble‏ 3 فيو جد مصفوقة عثلثة 7 ميث يكون TILT HAL‏ أو BT ' = QL‏ 


رونا ab gt oa‏ ' 7 بالرمز #افيمكن التعبيرغن :2 على الشكل PPD‏ وهكذا 


£4 


Os‏ نماذج خطية 


I—2it GZ | = |1-2it G PP’ |‏ | 
ويمكن بسهولة تبيان أن | -4B8l=|7-BA‏ | > وقد 5 US‏ ذلك كتمرين للطالب. 
وهذا يسمح بكتابة : 
rar GE| = |1- 2it G PP'| = |7- 2it P” GP |‏ | 
والمصفوفة P'GP‏ متناظرة وبالتالى توجد مصفوفة متعامدة U‏ بحيث يكون : 
...مفو رة) (YY) U '(P'GP) U = D‏ 
حيث Ay‏ 6 ##,...,1 = رالجذور المميزة للمصفوفة P'GP‏ (ويمكن بسهولة OLS‏ أن 
هذه الجذور هي في الوقت نفسه الجحذور المميزة ل GÈ‏ وقد تركنا ذلك تمرين للطالب). 
ومن (VY)‏ نجد بوضوح أن P'GP = UDU'‏ وبالتالی لدينا. 
ty, 2 | 7-2 GE|=| 1-2 UDU'|=|1-2it U'UD| = |Z- 2i D |‏ 
=J] (1-2itA,)‏ 
j=l‏ 


| = 
متذكرين أن 2 (1-21) =() ۰4 لدينا الآن: 


(Y, 0) $.(t)=[] -2i 1) =] ¢, 2, (OF 0 (t) 
j=l ja e EAj/z7 (l) 


وهذا يعني أن : 
(y, 1) 0-84 #0‏ 

حيث (1) ز4 » ”,...,! = ز هي ” من متغيرات 7 المستقلة كل منها بدرجة 
واحدة 
بد ag DN‏ 

نظرية (؟): لنفترض أن المتجه Y‏ يتبع التوزيع الطبيعي NE)‏ حيث < 
مصفوفة متناظرة موجبة محددة mam‏ وبالتالى يمكن التعبير عنها على الشكل (E= PP‏ 
P‏ غير شاذة. لنعتبر الصيغة التربيعية (Y-a) © (Y - u)‏ = © فالشرط اللازم والكافي كي 


٥١ تربيعية‎ dane توزيعات‎ 


يتوزع © وفق التوزيع PO)‏ هو أن تكون المصفوفة 6۲ أو EG‏ أو GE‏ متساوية القوى 
ورتبتها ”. 

برھاں: 

( أ ) لزوم الشرط. إذا كان )1( 7 = © فنعلم من خواص التوزيع 2 أنه يمكن 
كتابة : 

(1) ج22 0 ...+ (1) ,ري 0 + (1) بير +...+)1( £2 + (1) O =x‏ 

وبما أن شروط النظرية )١(‏ السابقة تنطبق» فمقارنة هذه العبارة مع العبارة 

(Y, (‏ المطابقة لها تسمح لنا بكتابة : 
مم = ...= Apa‏ : 1 صق - A=...‏ 

(بالطبع يمكن أن تقع الجذور المساوية للواحد وتلك المساوية للصفر في أي ترتيب 
آخر). 

وبما أن P'GP‏ متناظرة فهي وفقا للنظرية (Y)‏ من الفقرة )١ ,٠١(‏ متساوية القوى 
ومن الواضح أن رتبتها r‏ 


P'G (PP') G P= P'GP 
مجد:‎ P ومن اليمين ب‎ P وبضرب الطرفين من اليسار ب‎ 
5656 - 56 


(Y, V) 
OY ذلك‎ cr بدورها متساوية القوى» وفضلا عن ذلك فإن رتبتها‎ EG أي أن‎ 
(YA) r(ZG) = r(PP'G) = r(P'GP) =r 
r متساوية القوى ورتبتها‎ GE أن‎ OLS وبصورة مماثلة يمكن‎ 
cr متساوية القوى ورتبتها‎ GE أو‎ EG أو‎ PGP (ب) كفاية الشرط. إذا كانت‎ 
من الحذور المساوية للصفر›‎ merry من الجذور المميزة المساوية للواحد‎ r فعندئذ لما‎ 


ودون انتقاص من عمومية البرهان يمكن كتابته : 
0= ہے > ...= Apap‏ ,1 2 عم > ...= Ay‏ 


oy‏ نماذج خطية 


,7 0ع ...+ )1( ,077+( غير ...+ (1) 22 +)1( O=77‏ 


Ê 


أو : 
()/ - 0 )۴.۹( 
نتيجة :)١(‏ في الحالة الخاصة 1 ٠‏ = < تصبح عبارة النظرية (Y)‏ كما يلي : 
الشرط اللازم والكاق كي يتوزع ( - )جك مر - :)جك وفق التوزيع x (r)‏ 
هو أن تكون © متساوية القوى ورتبتها r‏ 
وف الحالة الأخص حيث 0 -ير و1ا= ”ى فإن الشرط واللازم والكافي كي يتوزع 
بر “برع © وفق Pir)‏ هو أن تكون © متساوية القوى ورتبتها r‏ 
والنظرية التالية تمثل تعميما لبذه النتيجة إلى الحالة التي يكون فيها 0 + aT‏ 
نظرية (7): ليكن توزيع المتجه ۲ هو التوزيع الطبيعي NE)‏ حيث E‏ موجبة 
محددة فعندئذ تتوزع الصيغة التربيعية Y‏ ۲6 = © وفق توزيع كاي مربع اللامركزي 
X (r; A)‏ 
isles‏ ال HG LS ye‏ >= إذاء وققط إذاء. كانت GE‏ أو 26 iy glue‏ 
القوى ورتبتها ”. 
(Y, Y)‏ استقلال صيغتين تربيعيتين 
نظرية (4): (نظرية كراي (Craig‏ ليكن توزيع المتجه ۲ هو التوزيع الطبيعي 
E)‏ ۸)4 حيث < موجبة محددة. ولتكن الصيغتان التربيعيتان. 
W 4-4) , j=1,2‏ - لآ) - 0 )۳,۱۰( 





حيث A‏ 4 أى مصفوفتين حقيقيتين متناظرتين. فالشرط اللازم والكافي 
لاستقلال ,© Ory‏ إحصائيا هو أن يكون 0 - د4 2 4. 
برهان*: نعلم أن الشرط اللازم والكافي لاستقلال ,0 ور هو: 


oY توزيعات صيغة تربيعية‎ 
ty: \ \) Polt) =P بو‎ (fista) = و‎ (t,) bo, (1) 


ol (CY, Y) ونعلم من‎ 


l 
2 





bo, (t, (=| m - 2i1; ZA, 
: )7, VV) وهكذا يصبح الشرط‎ 
Go (t)= E)" rn) 


A 
È 2 
P | exp it (y = uy A, (y - ft) + it, (y = Ht)’ A, (y ~ 4) 


-ZQ -uE y- ر‎ 


; | 
DARA. 2|2 1 
الل‎ 2 A, — 2it,ZA,|? 
= - 211, 4 - 2it, A,| 
| | 
fa (t,) Oo, (BSE — 2it, 2 A, - DEA, - 44,0, د‎ TAR 


)|( شرط الكفاية. إذا كان 0 = 42 8 4» فعندئل : 


| dl 
bo, (t,) bp, (tr )=|In - 21,5: A, - 2it,EA,| 2 = $0.0, (ft) 


أى أن ,2 9 Or‏ مستقلان. 


: (ب) لزوم الشرط. لنفترض أن ,© ورك مستقلان أي أن‎ 
|In- it, ZA,- ity ZA l= |In- ity £4 | | Lp - 2ity لوانت‎ 





CY, YG 

a) ›»4 EA2=0 أن هذا يتضمن كون‎ OLS ونرغب ف‎ 
i iy 2 (F 0 
(Y, 1) a وخر ۽‎ 


ولنضع PP‏ = < ويكن : 


(۳, \0) ane Aye 


: بالشكل التالى‎ (Y, 10) فعندئذ يمكن كتابة‎ 
|T- 2it, PP’ A, —2it, PPA =| - 22 PP’ A, | | دي‎ it, PP’ 4| 
=|P'||7- 2i, PP A| |P|.|P'| | ,ىز‎ - 2ib. PP’ Az! |P | 
=|P'P- 2it, P' PP’ A,\P| |P'P-2it “رمام‎ AP | 


ويضرب الطرف الأيسر ب IP ly LPT‏ حسب الحاجة يمكن كتابة : 




















CF. YA) Lae -AM = LH, سر‎ H, 
: جل‎ a” وبالضرب ب‎ 
(e. Ww) a” | Aly - nH - ارقت‎ =| Aln- الع‎ | Alp - وت‎ 


وبما أن Hi = P'AP‏ متناظرة فيمكن إيجاد مصفوفة متعامدة U‏ بحيث يكون : 
U'H,U = C= D(C... 0,.-+,0)‏ 
حيث cr = rH) = rA)‏ لنعرف OVW‏ © على الشكل UHU‏ = © وبالتالى 
تصبح VV)‏ )على الشكل: 


(Y \A) a 0-26 | | Alin - nC | | AE nG | 


ونجزئ COW‏ وي بصورة مماثلة فنكتب : 


“y , Ü= Je “a‏ ب ات 
G», G»‏ خا i 0 Ox,‏ 
لاحظ أن Cn = Dln.)‏ والمصفوفة المتناظرة التى ورد محددها ف الطرف 
الايسر من (۱۸ , ¥( هي من | لشكل : 





- 82 /4- و76‎ “TE -- “hEr — 7G, 
Ttr --2 ... ATC, TB, 
er: TG, A د‎ FoS rrah TE nT Tarm | 


- 1 rym we AM 25mm 


توزيعات صيغة تربيعية هده 
وسنرمز لها اختصارا على الشكل : 
ا Eel p‏ 
Ea En‏ 
وبما أن إروط E| =|E,||E, - EEz!‏ وباستخدام yy‏ المختصر B = (by)‏ ليدل 


: نجل‎ EE Es على الحداء‎ 
|E |=| Amr- Gr | (BrP | 


(Y 14) 
: ولكن‎ 
A-T,C, -—T2,,— 5, هرم‎ by 5 - ورج‎ =A, 
ER —T,2,,—5,, A-T -Tagy - ييل‎ e —T,2>, - b, 
- ne. -b = T9 -b ... ARE, E -b 





والحد الوحيد الذي يحوي : مرفوعا إلى القوة ” في |,8-,,5| هو جداء العناصر 
القطرية (وهو حد واحد من مجموعة الحدود التي تعرّف المحدد) ومن الواضح أن معامل 
أ في هذا الجداء هو cre. -¢r‏ (1-). وبالتالى يكون ,+ معامل في الطرف الأيسر من 

: هو‎ CT, V4) أخذين ف الاعتبار‎ + CY, VAD 
FE sal Alona 





02 
ولكن Ti‏ تظهر 2 العامل الأول فقط من الطرف الأيمن من (Y, \A)‏ ونقصد 
rem nC |‏ وهذه المصفوفة بالتفصيل هى : 





a لانم‎ | An - 1ه‎ 





0 
sa CF TVA Be Ye)dlolics 
ALY’ ers Cp | Ane و‎ Gog |= A" ciety | Alm - 6 
5 
(Y, YY) I | Aler- % Gn|=|Aln- nG | 


وتعنى هذه المعادلة أن للمصفوفتين G‏ وجو الحذور المميزة نفسها وبالتالى فان 
g pat‏ مربعات polis‏ 6 ومجموع مربعات عناصر Ga‏ متساويان باعتبار أن كلا منهما 


يساوي جموع مربعات الجذور المميزة» وبالتالي لدينا : 
0 = رو ,0 = G,,=0, Gp‏ 


: وؤون ع فهذا يعنى أن‎ > 0 «Cy, > 0 (C2 =0 أن‎ cp Sires 
إى بهم‎ Go OWO 01 0 O 
“to Oho c) a o 


CG = U" H; UU A, U=0 
: متعامدة فلدينا‎ U أن‎ leg 


لدينا الأن : 


U' P' A, PP' A, PU=0 
: مصفوفات غير شاذة» مما يعني أخيرا أن‎ Uy P P ولكن‎ 
A, ے‎ A2=0 


نتيجة (۲): ليكن توزيع المتجه Y‏ هو التوزيع الطبيعي Nolh E)‏ نقول إن الصيغة 
التربيعية د wi AY-‏ - ) = ©» حيث 4 مصفوفة متناظرة» والتركيب الخطى 


b TA = 0' متجه من الثوابت»: مستقلان إدا وفقط إدا كان‎ b حيث‎ 2 = 6' (Y - u) 


توزيعات صيعة تربيعية oy‏ 


صيغة أخرى لاستقلال صيغة تربيعية وتركيب خطي. 

نظرية (8): ليكن توزيع المتجه ۲ هو التوزيع الطبيعي Null D‏ ولتكر 
مصفوفة ”× من الثوابت» فيكون المتجه BY‏ مستقلا عن الصيغة التربيعية YAY‏ إذا 
كان .BA=0‏ 

نظرية (5): ليكن توزيع المتجه ۲ هو التوزيع الطبيعي Nal E)‏ حيث < 
مصفوفة mxm‏ رتبتها cm‏ إذا كان 0 = BIA‏ فتكون الصيغة التربيعية VAY‏ مستقلة عن 








المتجه BY‏ حيث B‏ مصفوفة ”× من الثوابت. 
Y)‏ , ”) نظرية كو كران 
تمهيد :)١(‏ لنفترض أن المصفوفة M‏ متناظرة ومتساوية القوى Py‏ مصفوفة 
متناظرة وموج cial‏ عددة إذا كانت ۶غه Tenge‏ ضف غنددة Stand al‏ 
المصفوفات المذكورة من المرتبة نفسها (mxm‏ 


f. y My=y' MMx=y' Mx=y' y 


MP = PM=0‏ (جمہ 





ومنه جد أن : | 
Py‏ م - < يز( الا ول ل (:؟ (Y‏ 
ولكن ۶ - Py J, -M‏ كلتاهما موجبة نصف محددة بالفرض Shy‏ فالطرف 
الأيمن غير سالب والطرف الأيمن غير موجب وهذا يعني أن y'Py=0‏ وكما نعلم يمكن 
التعبير عن P‏ على الشكل PELL‏ وبالتالي y'Py = y'L'Ly=0‏ وهذا يتضمن کون = را 
0 أو 0 - برط 1 وهذه بدورها تفصح عن أن 0 = ×1 م = ر۶ وهذا صحيح LÍ‏ كان المتجه 


× ما يعنى بدوره أن PM=0‏ 


نظرية (۷): (جريبل ومارساجلیا): ,ا كانت Dje. Di‏ مصفوفات mxm‏ 
متناظرة وكان : 

() كل من Dye... Di‏ متساوية القوى. 

D=D,+...+D, ()‏ متساوية القوى. 

فعندئل : 

i+j لكل‎ «Dı D;= 0 )ج(‎ 

وفضلا عن ذلك فإن تحقق أي شرطين من الشروط ( أ )» (ب) و(ج) يؤدي 
إلى حقق الشرط الثالث الباقى. 

برهان”: إذا صح الشرط (ب) فتكون 2 - 7 متساوية القوى وبالتالى موجبة 
نصف محددة (جميع جذورها المميزة إما 0 أو 1) وإذا صح الشرط (أ) أيضا فعندئذ 


تكون المصهوفة : 


D-D,-D,=> D 


موجبة نصف محددة (مجموع صيغ تربيعية غير سالبة هو صيغة تربيعية غير 
سالبة). وهذا يعني أن تحقق ( أ ) و(ب) يعني أن +D- 2, - 0; - 1 - 2, - D;‏ 8 - 1 
مصفوفة موجبة نصف محددة. وبتطبيق نتائج التمهيد )١(‏ على D; - Dj‏ -1 نجد أن D; D;‏ 
0 - وهكذا يؤدي الشرطان (1) و(ب) إلى الشرط (ج). 

وإذا تحقق الشرطان ( أ ) و(ج) فلدينا : 


DD=YD,D, +3 D,D,=Y.D, 2,922, =D 
i=l izj i=l 


i=] 


وبالتالي يتحقق الشرط (ب). 
لنفترض الآن HE‏ الشرطين (ب) و(ج) وليكن 4 متجه St‏ و» الجذر المميز 
الموافق لمصفوفة of = l,m «Dj‏ بحيث يكون : 


Djd=ad 


توزيعات صيغة تربيعية ۹ 


ومن أجل ۶0» لدينا 4 ,4-5-8 وباستخدام (ج) يمكن كتابة : 
لكل izj‏ 0 - 4 4 ,10 


Dd=5D,d+D,d=D,d=D,d=ad : وبالتالى‎ 


ائ أن ك متجه فيز J‏ 2 ومن الشرط (ت) يكون + إما 0 أو 1« وبالتالي تكون 
eD)‏ وهي متناظرة بالفرض» مصفوفة متساوية القوى. أي أن تحقق الشرط (ب) و(ج) 
يؤدي إلى تحقق ( ). 

نظرية (۸): (نظرية كوكران): لنفترض أن المتجه لل يتبع التوزيع الطبيعي ,۸)0 


: أيضا أن‎ ye ped Im) 





(۳, Yo) O=Y Y=, +... + Or 

حيث لآ ,14 = ,0 صيغة تربيعية رتبتها om,‏ أي أن (A) = m‏ حيث A,‏ مصفوفة 
متناظرة mxm‏ 1,...,۸ -24 فعندئذ Gop‏ تحقق أى من الشروط الثلاثة التالية إلى BE‏ 
الشرطين الأخرين : 

lasi سشقلة‎ Ope... 6Q1 )( 

(ب) يتوزع كل من Oto. Or‏ وفق التوزيع HL‏ 

Ny + وهم‎ +... +n, =m )ج(‎ 

برهان”: سنبرهن النظرية بتبيان أن الشرط )1( يتضمن (ب) وأن الشرط (ب) 
يتضمن (ج) ثم إن الشرط (ج) يتضمن CV)‏ 

أولا: لنفترض أن الشرط ( أ ) git‏ فعندئذ تكون Qi‏ مستقلة عن ,0+...+ر: 
SOV,‏ 


Srbi. Yy=y (Ait... +A) لز‎ 


P‏ نماذج خطية 


أي أن Im =A +... + Ag‏ لتكن Ant... tAr‏ = 8 فلدينا بالفرض أن y'By‏ مستقلة 
عن بر yA‏ = ,0 ومن النظرية )8( يكون 0 = 8 A‏ ولكن (Ay + 8 = In‏ أي أن 
0= (4 - ]) رك أو رك A) = 4١‏ والمصفوفة A;‏ متساوية القوى» وإذا كانت Ay‏ متساوية 
القوى OF‏ ,0 تتوزع وفق التوزيع Hm)‏ حيث )41( = en = r(A)‏ وذلك بالاستفاد 
من النظرية (۲). وبصورة WL‏ يمكن تبيان أن أي ر©» lyok‏ = ز تتوزع وفق AN)‏ 
والغرط )1( يتضمن الشرظ (ب). 

قاليا: لنقترض صحة الشرط claw hy «Bue (G)‏ من النظرية ۲ أيضا؛ شيد 
أن ر4 متساوية القوى» #,....1 = tA) = AA) of‏ ولكن Im = Art.. tAk‏ أى أن 
(Uy) = tr A, +...+ 4)=> 985‏ وبالتالى +«+...+, = am‏ والشرط (ب) يتضمن 
الشرط (ج). 

الثا: لنفترض أن ”= +...+ em‏ لدينا : 

(۳ yy) A\+B=Im , 8 < بك + ... + يا‎ 

: وبالتالى‎ 
(۳ ۲۸( m AT EEE A T F AEE S «nk a a 


: يكون‎ Cat P أن ,4 متناظرة فتوجد مصفوفة متعامدة‎ ky 


PA, P= D(Q,..-5 Ay, 3 0,...,0) 


A, 4 ... 6 01 Cm‏ الحذور المميزة غير المساوية للصفر للمصموفة Ay‏ ولدينا من 
(Y, YY)‏ 





(Y, Y4) P' 4, P+ P'BP= P'IP =1 


10) ...ونه‎ „ 0,...,0) + PBP = D(1,...,1) 


توزيعات صيغة تربيعية 1١‏ 
وهذا يعني أن PBP‏ مصفوفة قطرية وأن : 
=D Opal)‏ قيس قن رودي De isi Be Gee EE DCG‏ 

أي أن 1= By‏ =... = .8 . ومن (Y, YA)‏ نعلم أن m-ni‏ < (8): ما يعني بدوره 
أن = ,ودر صقر وبالتالى -a - ...- ©, =I‏ وبما أن A‏ متناظرة بالفرض 
وجذورها المميزة Le]‏ 0 أو 1 فهي متساوية القوى. وبصورة مماثلة» ر4 متساوية القوى أيا 
كانت f=2,...5‏ . والآن 1 -,4+...+,4 متساوية القوى » ووفقا للنظرية لا يكون = ر4 :۸4 
0 لكل + : ووفقا للنظرية(5) تكون ,© مستقلة عن :© لكل itj‏ والشرط (ج) 
يضمن )20 CV) bb‏ 

صيغة أخرى لنظرية كوكران. 

نظرية (4): gS‏ توزيع المتجه ۲ هو التوزيع الطبيعي Nino Im)‏ وليكن 
لان لاا ZY‏ حيث رتبة :4 هي cm‏ 1.....6 = . فأي شرط من الشروط الثلاثة 
التالية : 

.: متساوية القوى لكل‎ 4:-١ 

؟ - 0 - رق بل لكل dij‏ 

Dn =n -¥ 

هو شرط لازم وكاف لصحة العبارتين التاليتين : 

-١‏ تتوزع كل صيغة تربيعية Y AYI ٠“‏ ...,1 =1» وفق توزيع كاي مربع 
اللامركزي A)‏ :”)بر حيث “6 2ر Ai‏ ل يرل 

.: مستقلتان لكل زع‎ ۲ A و۲‎ YAY-Y 

نظرية :)١١(‏ ليكن × متجها عشوائيا 1×" توقعه بر = E(X)‏ ومصفوفة التباين 
والتغاير هي > «Cov(X)‏ حيث رت = (E)‏ فعندئل : 


VY‏ نماذج خطية 


(۳,۳۰) E(X AX) = KAZ) + LA U 


برهان: نعلم أن ,× ,× ره < < =4± ex‏ وم ب + ره = BKK)‏ وبالتالي : 


j=l j=l 


EX AX)=5 2 a, EXX ,)=D Ea; (og +4; H;) 
i=] j=] i j | 


=), 2% Oj + 24; HH; = 3,2,0, © عل + بر‎ AU 
/ ىر‎ i j i j 


=F (AÈ); +H A u=tr(A})+ 4 A u 


r=] 


نظرية :)١١(‏ لتكن ×٠...» ١۸‏ متغيرات عشوائية مستقلة حيث 4 = E(X)‏ 


مم = V(X)‏ لكل ci‏ والعزوم المركزية ب = ECX; - OY‏ موجودة من أجل 2,3,4 = م و4 


È 


مصفوفة nxn‏ متناظرة» ولنرمز بالرمز a‏ لتجه عناصرها القطرية اي 


Aad .4' = (€)),092,---sAnn) 


(Y, Yy) Var(X AX (- ولم)‎ ~3y3)a a+2u5 tr(A*)+4 u 0 A 0+4 u; 0 Aa 


: WW Var(X A X) = EX AX? - [EX AXP برهان*:‎ 


x'Ax = (x - O) A(x- 0( + 2 8 عرار'‎ - 0'A 0= (x - O' A(x- © 
+2 © جرال‎ - © + B'A 0 - ير ا ' 9 2 + برك ير‎ + 2 
=YAyt2b' y+ BAG 


: فتجد‎ L(Y) =0 أن‎ ley Y= X- 6 حيث‎ 


E(X'AXx)° = E(Y AY)’ + 4E(b'Y) + (0'A 0 + 20'A QEY AY+2b'Y] 
+4E[b' YY AY) 


: وبملاحظة أن‎ 
Ha, i= j=k=t 
E(Y,Y,Y,Y,)=\43, 1 > j,k=t,i=k,j=t,i=t,j=k 
0; otherwise 
: يمكننا كتابة ما يلى‎ 
E(Y'AY)? = ب‎ Z; و‎ E, ay ay EY, Y; Ye ¥) 


توزيعات صيغة تربيعية ir‏ 


= H; a +? pO au + Daj + 5: a, © 1 


iz]‏ الل 


= Ha 2 a; + L £) -2 a; + Za; E? a; +I; -gai 
- دم م - بن)‎ a; + H; (r4) + 21r(4)] 
=(u, - 3} و(‎ a+ p (r4)? + 21r( 47| 


E(WY)=EEb; by E, Y;)= و‎ Eb? = pa b'b= be 0 40 


E(b'YY AY)= 8 n Ezar j اك‎ iak ECY: ارط‎ 
= Hs | dij = pb a= 1,0 Aa 
فنجد أخيرا بعد التعويض والتبسيط‎ [EX AX) = [h tr A + 0 4 OP وبما أن‎ 
٠: أن‎ 
Var[ X AX]= (ıı, -342 و(‎ a+ 243 (A?) + وبر + 6 12 0 يبرة‎ 0' Aa 


: وتمصبح العبارة‎ H, =34; ‘=0 حاله توريع طبيعي يكون‎ EL 
(۳.۳۲) Var(X AX)2u? رنر4 +(42 )ما‎ 0 08 


وقي الحالة الخاصة “0 = يبر و 0 -9 تصبح هذه العبارة الأخيرة : 
2و Deed veel‏ _ عدر سوم 
(Y YY) Var(X AX)=20 tr(A)‏ 


)£ ,۳) ارين 


- يتوزع المتجه Y‏ وفق التوزيع الطبيعي NE)‏ استخدم النظرية (Y)‏ لتبين 
أن توزيع ر -۲) WE"‏ -۲) = © هو (2)7. 


1 نماذج خطية 


Y -7‏ متجحه D‏ ورع وفق التوزر نمع | لطبيعي )2 N m( Ls‏ حيث 
p ao P|‏ 1 
l‏ 


| ... م م 

الواحد )1,1,...,1(= ,1. 

(أ ) بين أنه يمكن O, -7(2 LS‏ < = 1(52- ) = © على الشكل : 

j=] 
دان‎ (J - W 141 - y) 
| 6 ] 
: الشكا‎ de DUALS مک‎ aly 1 =1 -= 11 be 
به على لشكل‎ oS وأنه‎ m m” > 
E= hl- pn + p1, 1 | 

(ب) بین أن p)o? 7 (m-1)‏ -1) = 0. 

: بین أن‎ cons cS le nxm g MXN و8 مصفوفتين‎ A لتكن‎ -۳ 

| Im - AB| = | J, - BA| 

| متجه يتوزع وفق التوزيع‎ ۲ “٤ 
حيث (ط,.....8) = '8 متجه من الثوابت. بين أن © و2 مستقلان إذاء‎ Z = bY (Y - (له‎ 


طبيعى )© Nn‏ و( - )4 uy‏ -¥(=0. لیکن 





= 


وفقط إذاء كان 0 = ۸<'م. 

-o‏ ليكن HEP «© YNO)‏ - تعني «يتوزع وفق»). بين أن 
و7 + +2aV,Y,‏ “لا لا کن أن يكون مستقلا عن ۲7 + ,25۲۲+ ۲7 إلا إذا كان 
1 -5|1|-|»| ود ؤم إشارتين مختلفتين. 

5- لیکن SNOP)‏ بین أن 7 و”(۲- )2 مستقلان. ما هو توزيع 
(¥-y)/Sy‏ وله . 

-y‏ بین أن =n - u)?‏ ,0 مستقل عن Oy = (0 DSF‏ حيث 


.O:[On-1)] = FUn-l) بين أن‎ Y~ N, (ul, 07 1,) 


توزيعات صيغة تربيعية "o‏ 


Y~ Np (HE) -A‏ › بین أن YAY‏ = ,© و0 Oo = (X - wi)! AAY-‏ مستقلان إذاء 
وفقط إذاء كان .A\ZA2=0‏ 

4 - في النظرية (A)‏ إذا كان 0 = Ing‏ 07 = < و4 متساوية القوى رتبتها er‏ بين 
أن EA Y= re?‏ 

P التوزيع نفسه بمتوسط 6 وتباين‎ ly إذا كانت .0 مستقلة‎ -١ 


: حيث‎ E(Q) أوجد‎ 
0 = (X- Xa) + (Ky —X3) +...+ (Xni Xn) 
o = © و:ة-00:)00؛: حيث‎ EX) = 0 lm متجها عشوائيا حيث‎ X لیکن‎ -١ 


ونم - ره رعدة. بين أن -X)‏ 0-6 تقدير غير منحاز J‏ (7-1)(م-2)1 

1- لتكن Kye Mi‏ عينة عشوائية من توزيع طبيعي P)‏ ,)۸ أوجد بتطبيق 
العلاقة S? -—_3(X, -XY 24> Var(S’) (Y YY)‏ 

- لتكن E‏ مصفوفة 0 متناظرة موجبة محددة فيمكن التعبير عنها كما نعلم 
بالشكل PP‏ = 5؛ لتكن © أي مصفوفة mxm‏ متناظرة بین أن EG‏ و6 لہما الجذور 
المسؤاة ها 





te)‏ ر( بر 





)٤,١(‏ مقدمة 

يشكل إيجاد واستنباط العلاقات بين متغيرات الكون المحيط بنا حجر الزاوية في سير 
الحضارة البشرية»؛ وأحد أهداف العلم هو اكتشاف علاقات بين ظواهر العالم الذى 
نعيشه وحوادثه ووصف هذه العلاقات والتنبؤ بها. وإحدى صور مثل هذا النشاط 
JES!‏ هو الوصول إلى معادلة أو صيغة تربط بين مقادير كمية في Whe‏ المعاش. فعلى 
سبيل المثال» قد نهتم بعلاقة بين ضغط الدم لشخص معين وبين عمره» أو العلاقة بين 
درجة الحرارة والضغط في عملية كيميائية tol‏ مصانع البتروكيماويات في ASLAM‏ أو 
بين عدد العذوق (القنوان الدانية) على شجرة hE‏ وبين كمية السماد التي خصصت 
لبذه الشجرة؛ أو بين عدد السيارات التي تشغل طريقا وبين تدفق الحركة المرورية على 
هذا الطريق ف فترة معينة من النهار› أو مدى تأثير طريق علاج معينة في شفاء العلة أو 

امرض الذي نعالجه Al‏ 
وسنتعرف في هذا الفصل أربعة أنواع من النماذج التي تتناول hae‏ هائلاً من 
الظواهر المحيطة بناء اثنان منهما كميان وهما النموذج الخطي العام » ونموذح الانحدار 
الخطي واثنان كيفيان (وصفيان) هما نموذج التصميم » ونموذج مركبات التباين. وهذه 
النماذج على صلة بعضها ببعض وعند تحليل كل منها للقيام باستقراءات إحصائية 


VV 


ملسن AT‏ كيرا yt‏ م التكباية. وللاستفادة من هذا التشابه سنعرف أولا النموذج 
الخطي العام إذ يمكن النظر إلى النماذج الأخرى كحالات تندرج في إطار النموذج 
الخطي العام. وسنقتبس في بقية هذا الفصل بتصرف من كتاب النماذج الخطية لجريبل 
اا الفصل الخامس ذلك ؛ ables oY‏ لمفهوم النموذج الإحصائي معالجة متميزة 


وتتسم GUL‏ والوضوح. 





Y)‏ ,£( النموذج الخطي العام 
يكتب النموذج الخطي العام عادة وفق الصيغة : 
)4.١( Y= Wx)+eé‏ 
ويستخدم لتحديد قيمة ۲ بدءا من معرفة قيمة ALLAN x‏ ويمثل x)‏ دالة في متغير 
غير عشوائی × معرفة على ساحة 2» آما ۲ وء فكلاهما متغير عشوائى. وبذلك يكون 
uta)‏ الجزء الحتمي من النموذج بينما يمثل 7 وء الجزئين العشوائيين. ونشير إلى 7 كمتغير 
تابع أو متغير استجابة بينما aliens‏ لنفترض » على 
سبيل المثال» أن ۲ يمثل قياس bis‏ الدم الانبساطى لشخص وأن × يمثل عمره» 
فعندئذ تمثل (×)/ قيمة التنبؤ لضغط الدم بدءا من معرفة العمر Wx) ox‏ - برهو حيدان 
قياس فعلي لضغط الدم عن القيمة المتنبأ بهاء ونرمز لهذا الحيدان بالرمز © وندعوه 
الخطأ. ونلاحظ بوضوح أنه لا يمكن مشاهدة ثم تسجيل قياس E‏ ولكننا نعرض» 
كجزء من العبارة العامة للنموذج› شیا مأ عن توزيم :+ الاحتمالى. وبصورة dale‏ 
يكون الشكل الدالي (×» معروفا ولكنه ينطوي على معالم مجهولة» وفي الحالة البسيطة 
حيث نفترض phx) = 6 + Bix‏ لكل × من المجال المصاحب أو الساحة 2 للدالة ‘Pog u‏ 
وا عسي a‏ ناسين 
عدد حقيقي. وهكذا نكتب النموذج وفق الصيغة. 


(£, Y) AE 


ووصف «الخطي» يعني أن الدالة x)‏ هي دالة خطية في المعالم غير المعروفة. 
وبصورة عامة» يمكن أن تكون الدالة lx)‏ دالة خطية في 1 +4 من المعالم BiB‏ 


: بورع كما يمكن كتابتها في واحد من أعم الصيغ لبا على الشكل‎ cst 
L(x) = Bo + Biq) + hgx) + ... + Pq) 
وفيما‎ i معروفة فى × ولا تتضمن أية معالم جهو‎ als ti = 1 ع.....‎ qix) حت‎ 


يلي بعض الأمثلة عن نماذج خطية. 
)غير معلوم) ¢ Y= fy + Bix + Bx + Bx’ + e, E(8)= 0 Var(e)=‏ 
(غير E(&)=0, Var(e)= o° (e plas‏ ,ع + (ET) Y= fx‏ 
o‏ مجهول e NOP)‏ ,ع + Y= A+ Bx + pe‏ 
حيث يعني الرمز ~ «يتوزع وفق» و١‏ ترمز للتوزيع الطبيعي. 
ويمكن أن يكون الجزء الحتمي Mx)‏ من النموذج دالة في أكثر من متغير واحد؛ 
فمثلا يمكن أن يكون النموذج : 
(t. £) Y= (X1, X2, ..-Xpi)te , Ee) =0‏ 
حبك +x B,‏ و = MOX Xp)‏ » أو بصورة أعم : 
(غير Y= fx + £, E(e)=0, Var(s) = o° (a plas‏ 
B,‏ ن + By‏ = م وو )مم )0 ,£( 
حيث (1.م,...,1,؟ دوال معروفة LE‏ ولا تتضمن معالم مجهولة. وكمثال»› 


يمكن أن نكتب في حالة 4 = م النموذج : 
0 - (ع)ط Y= {p+ Bix + fox. + hx t e,‏ 
هده النماذج هي مادج (ace?‏ والہدف › فى جزء كير مله ry‏ هو الحصول على 
قیم تقديرية للمعالم. وللقيام بذلك Y‏ بد من الحصول على yar‏ المشاهدات من 


V.‏ نماذج خطية 


امجتمعات التي تمثلها هذه النماذج وعلى سبيل المثال» إذا كان النموذج المعطى بالمعادلة 
CE, Y)‏ هو النموذج الذي سنستخدمه للتنبؤ بضغط الدم عند شخص معين بعد معرفة 
عمره × فلا بد من الحصول على تقديرات Bis / J‏ وللقيام بذلك نعرف مجتمعا من 
الأفراد لكل عمر سيتناوله النموذج أو يتطرق إليه» ثم نحصل من بعض من هذه 
امجتمعات على قياسات ضغط الدم لعينة من الأفرادء وإذا افترضنا أن النموذج يصح 
فقط للأعمار 620 625 630 35»....: 75 عاماء فعندئذ تمثل هذه المجموعة من الأعمار 
الساحة 7 للدالة Shay ux)‏ مجتمع من قياسات الضغط عند كل عمر من هله 
الأعمار. لنفترض أننا قررنا قياس ضغط الدم لفرد واحد نختاره عشوائيا من كل من 
المجتمعات الموافقة للأعمار 20 = X6= 75 exs = 70 cx = 60 6x3 = 50 cx, = 35 cx,‏ 
ولنرمز بالرمز ۲١‏ لضغط الدم المشاهد عند الشخص الذي سنختاره عشوائيا من مجتمع 
قياسات الضغط عند العمر :×» 1,2,...,6 -:. فتكون العينة من المشاهدات التي حصلا 
عليها هى (Xos ye) » ... O22) O11)‏ ومن خلال المعادلة (۲ , )٤‏ فإن هذه القياسات 
ترتبط وفق العلاقات : 
i=1,2,...,6‏ ,0 = ربع)ط , بع t‏ م Yi = yt‏ )£4( 
وتدعى هذه المجموعة من العلاقات نموذج «عينة». ونستخدم هذه الأزواج الستة 
من الأعداد لحساب تقديرات للمعلمتين A‏ و4 وأية مقادير أخرى نحتاج إلى تقديرها. 
والنقطة التي نريد إيضاحها هي أن النماذج في (ET)‏ و (5 , )٤‏ هي نماذج مجتمعهم 
من حيث إنها تعرف Be‏ فوق مجموعة D‏ هي ساحة الدالة px)‏ و7 متغير عشوائي 
له توزيع الاحتمالي Fy)‏ يصف مجتمعا من القياسات ۲ وذلك لكل قيمة من قيم × في 


الساحة D‏ ولايد من الحصول على جموعه من المشاهدات تتصمن ۸ من أزواج 


نماذج إحصائية خطية ۷١‏ 


الأعداد t (Xn Vn) 6 ... 6 (X272) (X11)‏ ثم ستحدم هذه المشاهدات باستقراءات حول 
تعريف :)١(‏ مودج (عينة) خطى بسيط. لتكن المعادلات التالية وعدتها rn‏ 


(2, VY) Y= fot Pix, + & , Ela) = 0, i= 1,2,...,0 


حيث : 

١‏ - المتخيرات ۲١١‏ متغيرات عشوائية قابلة للمشاهلة. 

؟- المتغيرات :ا متغيرات غير عشوائية قابلة للمشاهدة وتنتمى إلى ساحة D‏ 

۳ ۸ و۸ معلمتان مجهولتان معرفتان في فضاء معالم Op‏ 

5 - المتغيرات 5 متغيرات عشوائية غير قابلة للمشاهدة بحيث إن ره = Cov & E)‏ 
هذه الشروط تعرف نموذجا خطيا بسيطا. 

وقبل التعميم إلى نموذج خطى عام نناقش بعضا ما ينطوي عليه هذا التعريف. 

ملاحظة :)١(‏ كل قيمة من قيم × المشاهدة تحدد دالة توزيع » أي أن ,× يحدد دالة 
توزيع Fi)‏ ولبذه الدالة متوسط Ary‏ + 6 وتباين oi‏ وسنأخذ من هذه الدالة عينة 
عشوائية حجمها cl‏ أي مشاهدة واحدة oy‏ ويتكرر هذا لكل من 6X36X)‏ 6.26 و,د. 
ونمشل البيانات المشاهدة بالأزواج AY) nY)‏ »...»(,۲م») . وهذه القيم ترتبط 
بعضها مع بعض وفقا للمعادلة (۷ , 4). 

ملاحظة (۲): عبر الدراسة التي نستخدم فيها النموذج نعتبر المتغير x‏ مثبتا عند 
القيم ane tr‏ وتفسير الاحتمالات التي تنطوي عليها الاستقراءات كتكرار نسبي 
على Gall‏ الطويل» هذا التفسير يتصل بتكرار معاينة القيم Y‏ أي تكرار أخذ عينة القيم 
7 من التوزيعات FC) gents‏ ...,1,2 -غ. 


VY‏ نماذج خطية 


وما ينبغي تذكره دائما هو أننا حالما نحدد n‏ من قيم × فإن هذه بدورها تحدد n‏ 
من دوال التوزيع ci = 1,2....,” FO)‏ وهذه الدوال هي الدوال الوحيدة التي تجري 
معاينتهاء yi‏ تمثل مشاهدة عينة من Fi)‏ وتمثل در مشاهدة عينة من FC)‏ وهكذا. 
وبالتالي سيكون الاستقراء الذي نقوم به من هذه المشاهدات استقراء لمعالم هذه الدوال 
فقطء إلا أننا نرغب في الواقع باستقراء معالم دالة Fo(-)‏ مقابلة لقيمة xo‏ لم تكن من بين 
قيم × التي اخترناها. وإذا كانت «× تنتمي إلى الساحة D‏ فقد يفيدنا نموذج المجتمع أن 
Law‏ من معالم دالة التوزيع Fo)‏ التي لم نقم بمعاينتها تتطابق مع معالم دوال التوزيع 
التي قمنا بمعاينتها. وسنلقى المزيد من الضوء على هذه الأفكار من خلال الأمثلة. 

ملاحظة (۳): يقتصر الشرط (5) المذكور فى التعريف على الإشارة إلى وجود 
تغاير بين ۲١‏ و آ. وغالبا ما نضيف بعض الافتراضات حول الأخطاء العشوائية Shee;‏ 
نفترض في غالب الأحيانء مثلاء أن الأخطاء 6 متغيرات طبيعية مستقلة لها التباين Pi‏ 

ملاحظة (4): من المهم في كل مسألة تعريف Ngy D‏ ساحة الدالة (4/ وفضاء 
dbl‏ 2« على الترتيب Gy‏ العديد من PLM‏ يشكل الفضاء Ey GAGYI‏ فضاء 
المعالم لأنه يمكن أن يكون كل من A‏ و أي عدد حقيقي. ولكن قد يكون واقعيا أن 
نفترض 0 = في بعض النماذج» أو أن نفترض 0 > Bi.‏ أو نفترض شروطا أخرى 
بالنسبة للمعالم 6. وغالبا ما تكون DELI‏ فترة على محور السينات» أو مجموعة من 
الأعداد الصحيحة» وهكذا. والسبب وراء تعريف D‏ هو أن النموذج hx) = fy + Bix‏ 
YS‏ أن يشكل نموذجا جيدا في دراسة معينة في حالة قيم معينة للمتغير x‏ ولكته لبسو 
كذلك بالنسبة مجموعة أكبر من قيم × أو لجميع قيم ×. 


نماذج إحصائية خطية vy‏ 

ملاحظة (8): من المهم أن نتمكن من مشاهدة أو قياس قيم × بدون خطأء 
وعندما لا يكون الأمر كذلك ستتغير الحالة الاستقرائية بصورة جذرية» وسيتطلب 
الموقف فرض شروط أخرى إضافية على النموذج. وعندما يكون × متغيرا مستمرا مثل 
طول أو وزن» فمن المستحيل مشاهدة polis‏ كهذه دون خطأ. ويشير هذا إلى صعوبة 
جدية في محاولة نمذجة العالم الواقعي ly Lisl‏ ونكتفي هنا بالقول إنه عندما نستخدم 
النموذج الخطي العام في حالات كهذه فإن تباين القياسات × يجب أن يكون «صغيرا» 


بالمقارنة مع اشم المشاهدة للمتغير Le (X‏ يسمح بافتراض أن قيم × أعداد مشتة 


lbs بدوں‎ play Wee 
rn عام. لتكن المعادلات التالية وعدتها‎ dhi تعريف (۲): عوذج (عينة)‎ 
(é, A) 1 کے‎ x; Pi +E, ,E(é,)=0 , i=1,2,....n 
j=l 


١‏ -المتغيرات ;¥ متغيرات عشوائية قابلة للمشاهدة. 

D متغيرات غير عشوائية قابلة للمشاهدة وتنتمي إلى ساحة‎ xy المتغيرات‎ -Y 

Og معالم مجهولة معرفة في فضاء معالم‎ A -Y 

Cov(é, &) = المتغيرات © متغيرات عشوائية غير قابلة للمشاهدة محيث إن‎ -٤ 
فتعرف هذه المواصفات نموذجا خطيا عاما.‎ . 0 

Lil key‏ سنستخدم المصفوفات عبر الكتاب فنعيد ALS‏ المعادلة )٤ , A)‏ على 
الشكل : 


1-2 


0,0 


حيث Y‏ متجه ۸×1 Xg‏ مصهوفة By nxp‏ متجه pxl‏ وع متجه nx]‏ يحقق الشرطين 
la «Cov(e) = Ly E(e) = 0‏ با لمو اصفات نقسها المدذكورة Lal‏ لعناصر JSS‏ منها. وإدا 
أردنا كتابة المصفوفات والمتجهات الواردة في المعادلة ٩(‏ , 5) بالتفصيل نجد : 


(3, \*) r | Xu ل‎ = Xip 
y- A y= Xa Xy ... مو‎ 
7# د‎ a 


B) la 
لعناصر المتجه 8 وهي هنا من 1 إلى م بدلا من‎ j لاحظ التعديل البسيط في مدى الدليل‎ 
وهي بهذا‎ X عناصر المصفوفة‎ xy إلى 1-م. وكذلك الأمر بالنسبة للدليل الثاني في‎ 0 
تصبح أكثر تناظرا. وسيتعرف القارئ بسهولة على الحالات الخاصة» فمثلاء إذا تضمّن‎ 
متجهاجميع عناصره تساوي الواحد‎ X يصبح العمود الأول في المصفوفة‎ A النموذج‎ 
Bp ؛‎ ... » By 6 By وعناصر المتجه 8 عندئد ستكون‎ 
وفيما تبقى من هذه الفقرة نناقش كيف يمكن توليد مثل هذا النموذج في حالات‎ 
من عالم الواقع الذي يحيط بنا ونقدم بعض الإرشادات التي تعين في إقامة النموذج‎ 
abs) 
لنفترض أن متغيرين × 29 يقيسان ظاهرتين من ظواهر العالم الحيط بنا وتربطهما‎ 
فقد يقول البعض إن هذا مجريد رياضي لا وجود له في عالم الواقع ؛‎ gl, 2) = 0 علاقة‎ 
ومع ذلك يبقى لمثل هذه العلاقات أهميتها البالغة» إذ لو لم تكن مثل هذه العلاقات‎ 
دقيقة دقة تامة» فقد تمثل بصورة تقريبية ناجحة ما يجري بالفعل في عالم الواقع. وعلى‎ 
سبيل المثال فإن الدائرة كما يعرفها علم البندسة لا وجود لباء في الواقع» إلا في مخيلتنا‎ 






التي تختزن لبا شكلا من خلال تعريفها كمحل هندسي للنقاط التي تبعد مقدارا ثابتا 
عن نقطة ثابتة. وهناك علاقات رياضية تتعلق بمحيطها ومساحتها ومختلف خواصهاء 
إلا أن أحدا لا يستطيع أن ينكر أهمية العجلة والدولاب التى تعتبر الدائرة الرياضية 
نموذجا لباء في حياتنا بأسرها. 

لنأخذ مثلا العلاقة ع = بين الزمن ؛ والمسافة التي تقطعها نقطة مادية 
تسقط في فراغ بفعل الجاذبية الأرضية. ومن معرفة ۲ يمكن تحديد المسافة. وكذلك الأمر 
في العلاقة بين مقاومة دائرة كهربائية وفرق الجهد بين قطبيها وشدة التيار الذي يسري 
فيها إلخ. ونجد في علاقات من هذا النوع z= px)‏ حالة خاصة جدا من النموذج 
ê E Y‏ حيث يصبح كل من متوسط 6 وتباينه مساويا aall‏ › ولا يتضمن النموذج 
Ure‏ مركبة عشوائية وبالتالي فهو ليس نموذجا إحصائيا ولكنه نموذج رياضي. ومح 
ذلك فهناك حالات يصبح فيها مثل هذا النموذج الرياضى نموذجا إحصائيا. فلنفترض 
الحالة التي لا يمكن فيها مشاهدة المتغير ez‏ وبدلا من مشاهدة ‏ فإننا نشاهد في الواقع 

متغيرا Y‏ حيث + + 2 -7: أي أن المتغير العشوائي ۲ يساوي القيمة الحقيقية 
للمتغير z‏ مضافا إليها خطأ عشوائي E‏ وبوضع £ ۲۰ بدلا من 2 نجد م + lx)‏ = ۲. وما 
نقول هنا هو أنه بالرغم من وجود Be‏ دالية بين متغيرين 2 xy‏ إلا أننا نجد من 
الضروري إقحامها في صيغة النموذج الإحصائي ١(‏ , 5) إذا كان قياس المتغير التابع 
ينطوي على خطأ قياس. 

ومع وجود العلاقات الدالية في العديد من ميادين العلوم وفي طليعتها الفيزياء: 
إلا أنه توجد ميادين علمية أخرى مثل الأحياء؛ الاقتصاد» الأرصادء DY‏ حيث تكون 
العلاقات بين المتغيرات أكثر إبهاما وتعقيدا. وعلى سبيل المثال» نعلم أنه لا يكر 
بالضبط بإنتاج القمح في قطعة من الأرض. هناك العديد من العوامل المؤثرة في هذا 





۷٦‏ نماذج خطية 


الإنتاج» ما نعلمه» ولكن المعادلة التي تربط بين هذه العوامل CLV y‏ غير معروفة. 
فكمية السماد المطبقة × ودرجة الحرارة cxi‏ ومعدل سقوط المطر يد ومقدار التعرض 
لأشعة الشمس cy‏ وخصوبة التربة »×» والعديد من العوامل الأخرى لبا أثرها في 
الإنتاج 2. ومع أن العوامل المؤثرة بمجملها غير معروفة لناء والعلاقة التي تربط بين 
مختلف المتغيرات هنا غير معروفة» إلا أنه من المفيد في ely‏ نموذج أن نفترض أنه إذا ale‏ 
الباحث جميع المتغيرات ذات الأثرء وكان قادرا على قياسها واحدا فأخرء وكان على 
علم بالعلاقة التي تربط بينها LE‏ فسيكون قادرا على تحديد z‏ من خلال صيغة z=‏ 
...ا g,‏ . وقي معظم الدراسات لا نستطيع حصر كافة العوامل المؤثرة ولكن غالبا 
ما نتمكن من عزل عدد قليل منها تكون الأكثر فاعلية وتأثيرا في تحديد cz‏ أي تحديد 
جملة من المتغيرات المسيطرة. لنفترض» مثلاء أن متغيرا × يمكن قياسه عمليا بدون 
Les‏ هو المتغير المسيطر الذي يعود له معظم الأثر في تحديد قيمة oz‏ فيمكن عندئذ فصل 


النموذج Xis... Xk)‏ ,)ع = 2 ELS‏ يتخد ال 





(E 3 z = JAX) + A(X, Xi... Xk) 


حيث wx) UU)‏ معروفة (باستثناء معالم مجهولة) والدالة (بد....,«)م غير معروفة. 
ومن المفترض أن قيم her.)‏ صغيرة بالقياس إلى قيمة Mx)‏ من أجل قيم جميع 
قيم ×» »...+ في الساحة المعنية. وإذا لم يكن الأمر WIS‏ فقد لا يكون النموذج 
مفيدا. وهكذا يدرك الباحث أن المتغير × هو المتغير المسيطر فى مسألة تحديد ez‏ ويدرك 
أيضا أن هناك متغيرات أخرى aie. cr‏ (بعضها عشوائي وبعضها غير عشوائي) كان 
ينبغي أن يتضمنها النموذج إذا كان له أن يحدد z‏ بالضبط. ويفترض بالإضافة إلى ذلك 


أن هذه المتغيرات ثانوية من حيث أهميتها 3 تحديد 2 وأنها تتغير بصورة غير معروفة مع 


تغير المتغير الرئيس *. وهكذا توجد ريبة وعدم قدرة على التنبؤ بقيم 2 يعودان إلى 
ol sb‏ المتغيرات الباقية ...»×١‏ »× ما يضفي على النموذج (ضجة) أو (ضوضاء)» هو 
ما يطلق ole‏ على ما يبدو أنه مركبة تغير عشوائية لا تزال باقية فى 2 بعد أن أحطنا 
بتأثير المتغير المعروف ×. وهكذا نكتب )٤ , ١١(‏ على الشكل : 
\Y) PRAA TA‏ ,£( 
حيث وضعنا المتغير العشوائي E‏ بدلا من hax.)‏ لاحظ أن ۲ حلت حل OY‏ 
وإذا كان 0 = Ele)‏ فان للمتغير العشوائي ۲ توقعا يساوي u(x)‏ وهذا غموذج إحصائي 
كذاك المعروف في ١(‏ , 5) ومن المهم ملاحظة أنه يكن استخدام hx)‏ لتحديد 2 ولكن 
قيمة Mx)‏ من أجل × محددة لا تعطى القيمة «الصحيحة» ALL‏ للمتغير 2 إذ يمكن أن 
يوجد العديد من القيم المختلفة للمتغير 2 في مقابل قيمة × تلك. فمن أجل 
=a‏ × مثلاء نجد من(١١‏ , )٤‏ أن: 
(والى. z= ya) + h(a, Xis..‏ 
وستعتمد قيمة 2 على قيم cree on‏ التي يمكن لها أن تأخذ قيما مختلفة في مقابل 
القيمة المثبتة نفسها ۾ = ×. وإذا كتبنا هذه العلاقة الأخيرة على الشكل : 
ع + Y= a)‏ 

وكانت قيم hla, Xix)‏ تتغير ضمن فترة صغيرة (أي كان Var(e)‏ صغيرا) فعندئذ 
يمكن اعتبار ida)‏ عمليا تقريبا مرضيا لقيمة 2 المقابل للقيمة © = ×. 

وتعود المركبة العشوائية في VY)‏ 5) إلى Uae‏ معادلة نتيجة استخدامنا («)ر بدلا 
من القيمة الصحيحية AE)‏ + م للمتغير 2. وينبغي التنويه إلى أنه إذا كانت ۲ 
غير قابلة للمشاهدة Ky‏ هناك les‏ قياس عند قياس 7 فعندئذ يمكن كتابة 
١ - 7+‏ وبدلا عن المعادلة )٤ , VY)‏ نضع عندئذ: 


C$. 1 ‘re tT a 


VA‏ نماذج خطية 


حيث EHE‏ 6. وتنتمى هذه الصيغة أيضا إلى الإطار العام الملوصوف في ١(‏ , 5) 
ومركبة الخطأ ' 6 تنطوي على مركبتين إحداهما مركبة خطأ المعادلة والأخرى مركبة 
خطأ القياس. كما نلاحظ أن chax.)‏ وقد أصبحت ع ف المعادلة VY)‏ , 5) تفيد 
ضمنا أن e‏ يعتمد على المتغير المسيطر ox‏ وبالتالي يعتمد توزيع E‏ على المتغير ox‏ كما 
هو الحال فعلا في بعض النماذج حيث لا نستطيع تجاهل حقيقة أن Var(e)‏ يعتمد على × 
وسيشكل هذا عندئذ نقصا أو علة في النموذج تستدعي المعالجة» وبصورة عامة 
سنفترض دائماء وكجزء من النموذج أن 0 = )5 أيا كانت قيمة cx‏ ذلك BY‏ إذا كان 
E(E)‏ معتمدا على × فيمكن استيعاب ذلك داخل الجزء (×)/ نفسه. 

مال :)١(‏ لنفترض أن المسافة 5 التي تقطعها نقطة مادية خلال زمن ؛ معطى 
بالعلاقة : 





(E, YE) s= 8 + Bt 


فالمتغير ؛ متغير غير عشوائي وسنفترض أنه يمكن auld‏ بدون خطأء إلا أن 

المسافةى لا يمكن قياسها بدقة؛ وإنما نشاهد قيمة ۲ حيث ٤‏ + ء = ۲» وم خطأ قياس. 
وبالتعويض تجد : 

(£, 10) Y= 6+ 8+ -2)ظ ,ع‎ 0 , Vari =o? (Jye) 

ولنفترض أن هذا النموذج يصلح للتطبيق ضمن الفترة 100 > ؛ > 0. فهذا غموذج 

علاقة دالية مع EA‏ قياس 3 lll‏ التابع. ويختار الباحث 7 من القيم hithit‏ 


: وهكذا يكون ودج العيئة‎ Yn. ونرء‎ eyi ALLA ويشاهد المسافات‎ 
Y; = {yt Bt, + E, Ele) =0, [= E. 


مثال (Y)‏ من المعروف أن تيار الماء في نهر متد fot‏ معه حصى › على طول 


مسأره ) وتصبح الحصة أكثر نعومة ونتجه لد الاستدارة في شكلها وشي مضي مع 


V4 خطة‎ 45 a>! نمادج‎ 


GF‏ مياه النهر. ويمكن الاستفادة من شكل الحصى لتحديد المسافة التى قطعتها 
وبالتالي التعرف على مصادرها. ويهتم الجيولوجي بالعلاقة بين شكل حصيات 
الجرانيت (مقياس لكروية الحصاة) والمسافة التي قطعتها عبر مجرى النهر بدءا من الموقع 
الذي يعتبر مصدرا لها. والنمودج الخطي هو : 


(ê, Y= 4, + x +e, E(9 =0, Var(® = »* (Jyt) 
وهو نموذج بخطأ معادلة نظرا لوجود عوامل أخرى غير عامل المسافة المقطوعة‎ 
.7 يؤثر فى كروية الحصاة‎ 


لنفترض أن هذا النموذح يصح لقيم x‏ ضمن الفترة 300 > × < 50 ميل» أي أن 
الساحة D‏ هى }300 > × < 50 D = {x:‏ ولدينا هنا مجموعة غير قابلة للعد من X ad‏ 
ye pos‏ أنه من أجل كل ا ع ×» يتورع (x)‏ وفق التوزيع الطبيعى بمتوسط alx)‏ وتباين 
oF‏ حيث (ux) = yt fe‏ وحيث «Bi‏ و2 معالم مجهولة. ومن المهم ملاحظة أننا 
لم نعرض شيئا يتعلق بالتوزيع المشترك للمتغيرات العشوائية» ولكن عرضنا التوزيع 
البامشي للمتغير V(x)‏ لكل قيمة من قيم × في الساحة D‏ 

وأحد أهداف هذا النموذج هو تقدير المعالم مم» م/» و o?‏ بالاستفادة من 
مشاهدات عينة من النموذج. وهدف ST‏ يمكن أن يكون تقدير xy‏ المسافة التى قطعتها 
کا خا من مصدرها ولد من UME‏ قياس كروينها جر ار إلى hel Lin‏ 
بالا نحدار المعاكس حيث نستخدم قيمة للمتغير التابع لتقدير قيمة للمتغير المستقل. 

لنفترض أن الباحث قرر قياس كروية حصاة (أو بصورة أكثر واقعية حفنة من 
الحصيات) وذلك كل 50 ميل من مجرى النهر. وهكذا يختار مثلا مجموعة من 6 قيم 
للمتغير ‏ من الساحة eD‏ يرمز لبا بالرموز 50 = «x2 = 100 cxi‏ 150 = و×» 200 = 6x4‏ 


:x; = 250‏ 300 = وبر وهذا wes‏ التوزيعات F‏ التى سيعايئها. E> bets‏ على 





A.‏ نماذج خطية 


مشاهدات الكروية من ستة توزيعات لستة متغيرات عشوائية هى : روي[ › Yoo‏ ؛ Yaso)‏ 
Foo) é Yso » Yio‏ وسنستخدم الرمز 73 لمتغير العينة العشوائية حيث × (X=‏ أى أن 
Y‏ ترمز لمشاهدة عشوائية من دالة التوزيع للمتغير العشوائي ,۲ › وللرموز Yee. cYa‏ 
معان أو تفسيرات مشابهة. وعلى سبيل المثال» إذا اخترنا هنا عشوائيا حصاة من SF‏ 
Ls gl‏ الموقع الذي يبعد 50 ميلا عن نقطة cet!‏ فنحصل على المشاهدة ,1 التي 
ji‏ مشاهدة عشوائية لمقياس الكروية. lily‏ أعيدت هذه العملية في المواقع الخمسة 
التالية وتمت الاختيارات بصورة يمكن معها اعتبار المشاهدات الست مستقلة بعضها عن 
بعض › فيمكن عندئذ كتابة نموذج العينة على الشكل : 
i= 1,...,n‏ , 0 = (ع)8 e,‏ مستقلة, ع + (E. Yy) Y; = By + Ax;‏ 

وعلى أساس هذه الأزواج الستة (oye) e Vi)‏ نستقرئْ حول o? 2 Py‏ 
وحول دوال قي هذه المعالم. 

وكقاعدة عامة لا يمكننا الاستقراء حول توزيع (مجتمع) لم نأخذ منه أي عينة 
(لم نعاينه). وفي مثالنا هنا لم نشاهد أي حصاة على مسافة 235 = x‏ ميلا وبالتالي لم 
نعاين التوزيع Fras)‏ ولكننا افترضنا في نمودج امجتمع أن المتغير العشوائي Yas)‏ 
aot‏ للتوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 235 + A‏ وتباين © ؛ ومع حصولنا على قيم 
تقديرية للمعالم ٠” eB fh‏ من العينة ذات المشاهدات الست التي ذكرناها يمكننا تقدير 
متوسط وتباين Yass)‏ دون أن يكون لدينا أي مشاهدة من هذا التوزيع. 

ويجدر التنويه إلى أننا لا نستطيع تقدير متوسط وتباين التوزيع Mee Yas‏ 
WY‏ لا نعلم شيئا عن dx)‏ خارج الفترة 300 > x‏ > 650 وقد يكون LE Ux)‏ عما 
افترضناه كنموذج مقبول ضمن هذه الفترة» ونعني ux) = / + Ae‏ وربما اقتصر 


نماذج إحصائية خطية \ A‏ 


البا-حث m‏ هذه المترة 300 > x‏ > 50 لان اهتماماته تنحصر فيهاء أو y ay‏ ملك 
مثال (۳): نرغب في دراسة العلاقة بين درجة الحرارة xi‏ والضغط xy‏ من جهة 
وبين متانة مادة مصنعة »› Y‏ من = جهة أخرى وكتقريب أولي تقترطن Cost chat‏ 
hs est = Ba + B, x, + B, x, + B, xx, + 6 , E(e)=0‏ 
فوى الساحة (1: 
S 1500 ; 1000 < x < 2000}‏ و« > 500 {(x), X2):‏ = = 

حرث X]‏ مقاسة بالدرجات المنوية X29‏ مقاس ie Jb YL‏ لكل بو LA‏ 
مربعة» و[ بالأرطال لكل بوصة مربعة. ونرغب فى الحصول veal‏ صورة للاستجابة Y‏ 
فوق الساحة» ولبذا الغرض أخذنا عينة تتضمن قيمة للمتانة ۲ عند درجات حرارة × 
تبعد الواحدة عن الأخرى بعمقدار 100 درجة مئوية وعند ضغوط 2 يبعد الواحد عن 
الآخر بمقدار 100 رطل للبوصة المربعة. ونفترض أنه لكل )2 (xn‏ من الساحة D‏ 
©. وهكذا نختار عينة من مشاهدة واحدة ۲ من كل من توزيعات المتغيرات )1000 .ن۲ c‏ 
(00,1000ى 1 ¢ ... ¢ Y(1500.2000)‏ ¢ ولنرمز لقيم هذه العيئة بالرموز Vy‏ ¢ وخثل ؛ ... ¢ CVj9,‏ اد بو A>‏ 

من القيم المتميزة im) J‏ وأحد الأهداف هنا هو إيجاد القيمة 
(nm)‏ التي تجعل (.,.» أعظم ما يمكن» أي إيجاد قيمة درجة الحرارة وقيمة الضغط 
py gl‏ إل أكو Glee‏ للمادد المضتعة. 

وقد تعين هذه الأمثلة 3 نهم كيفية استخدام النمودج الخطي العام )12 do‏ 

حالات من العالم الواقعى. 


AY‏ نماذج خطية 


)٤, Y)‏ نموذج الانحدار الخطي 
الشيء الرئيس المميز لنموذج الانحدار الخطي عن النموذج الخطي العام هو أن 
لتغير المستقل في هذا الأخير غير عشوائي بينما يكون عشوائيا في نموذج الانحدار الخطي 
العام. وهكذا يكون لمتغيرين 2 و×» مثلاء توزيع مشترك » وأحد الأهداف هو تقدير 
معالم التوزيع الشرطي ل (× -211). وعند انطباق نموذج الانحدار الخطي فإنه يسمح› 
ف العديد من PLL‏ » بتحليل أكثر YLS‏ للحالة المدروسة بالاستفادة من الارتباط. 





ولتقديم هذا النمودج سنمترصضص أن 2 Xy‏ يتوزعان بصورة مشتركة وفق التوزيع 
Hz ~ | Oz Oy O yz‏ 
H= 5 Y= 5 p =-‏ 
i 35 = e Jara:‏ 


ونعلم من ٠١(‏ ,۲) أن متوسط وتباين التوزيع الشرطي ل (Z| X= x)‏ هما : 














Hy) =Po +P; x‏ 2 لسن 
b>‏ يز i‏ ويرك يقر . 2 = ,6 « وتباين : 
Oy oy‏ 
فى = (2م -1) Var|Z|X = 5 og? -Tæ =o}‏ 
o‏ 


x 
وسنستخدم الرمز )2 = ×|2) = ۲ لتمثيل المتغير العشوائي الذي دالة كثافته‎ 
Sz\x-x(y) الشرطية‎ 
و‎ (MAX) - 8+8: وهكذا يكون‎ «Y= )2|16- z) لتمثيل متوسط‎ pfx) ونستخدم‎ 
OVW أي أن (2م-62)1- }0 ويمكننا‎ Y= (ZIX =x) لتمثيل تباين‎ lo? (أو‎ o} 
: كتارة‎ 
۲= (Z| X= x) = ux) + Ax), {x} M0, P), - مه‎ <x > + م‎ 


نمادج إحصائية خطية AY‏ 


وهذا يوضح مدى التشابه بين هذا النموذج والنموذج LEI‏ العام. وفي 
الحقيقة » ob‏ التحليل الإحصائي وطرق الاستقراء المستخدمة في النموذج الخطى العام 
يمكن استخدامها أيضا في نموذج الانحدار الخطي. 

مثال (4): لنفترض أننا نرغب في تحديد طول يافع Z‏ من سكان مدينة كبيرة عند 
بلوغه سن الثامنة عشرة وذلك من معرفتنا بطوله X‏ عندما كان فى العاشرة من عمره. 
ونفترض أن أطوال الذكور فى المدينة في سن الثامنة عشرة 7 Gy‏ سن العاشرة × يتبعان 


التوزيع الطبيعي بمتغيرين. أي أن | ۳ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط u= |e‏ 


-ap 


2 
ا‎ ej ps 4 Ad gave 9 


Ow Oxy 

لنفترض أننا نريد التنبؤ بما سيكونه طول شخص عمره عشر سنوات عندما يبلغ 

الثامنة عشرة» يكن استخدام المتوسط piz‏ وهو متوسط التوزيع البامشي للقيام بهذه 
المهنة » فتوزيع أطوال جميع الذكور في المدينة الذي كانوا أو سيصبحون في الثامنة عشر 
من عمرهم هو توزيع طبيعي متوسطه z‏ وتباينه .إلا أنه توجد قيمة تنبؤ قد تكون 
أفضل بكثير» بمعنى أن تباينها أصغر من oz‏ ونحصل على مثل هذه القيمة التنبؤية 
باستخدام متوسط التوزيع الشرطي بدلا من التوزيع البامشي. هب أن الطول عند 
العاشرة كان مد للشخص الذي نريد التنبؤ بطوله عندما يبلغ الثامنة عشرة» نعلم أن 
طوله حينئذ ينتمي إلى التوزيع الشرطي للمتغير Y= )2|× = xo)‏ ونعلم أن متوسط هذا 
التوزيع هو )0( ,لم = My‏ - م<)( 10% +(x‏ رم » وأن تباينه 2 -(2م -1) 03 ey‏ أن 
| > م» وقد يكون تم قريبا LE‏ من الواحدء فان > سيكون أصغر بكثير من 62. 
وبالتالى فإن احتمال أن يكون طول الشخص المعنى في الثامنة عشرة أقرب إلى Mx)‏ 
منه إلى يدر هو احتمال le‏ وسواء بالنسبة إلى Me‏ أو إلى trl)‏ التي تنطوي على 
معلمتين By Ao‏ غير معروفتين» لا يكن استخدامهما مباشرة للتنبؤ» ولا بد من 


At‏ نمادج خطية 


اختيار عينة من التوزيع الطبيعي بمتغيرين 20 (Z‏ واستخدامها لتقدير المعالم التي 
حتاجها لغرض التنبؤ. وهكذا نختار عشوائيا n‏ من الذكور الذين تجاوزوا الثامنة عشرة 
ونسجل بالنسبة لكل منهم طوله قي العاشرة Gy‏ الثامنة عشرة من عمره فنحصل على 
e (Xn Zn) é- é (Xi, Zi)‏ ثم نستخدم هذه العينة لتقدير معالم التوزيع الطبيعي بمتغيرين 
o (02 iO? ifie bby‏ ومن هذه القيم التقديرية نقدر B fo‏ و©» وهي المعالم في 
التوزيع الشرطي ل (×=×|2) Y=‏ وأخيرا نقدر SY ule)‏ قيمة محددة x‏ 

وتنبغي مقارنة المعاينة في نموذج MEY‏ ا لخطي مع المعاينة في النموذج الخطي 
العام » حيث نحصل أولا على مجموعة من القيم x‏ (عشوائيا أو وفق تصميم معين), 
وهذا يحدد الدوال في نموذح امجتمع التي سنحصل منها على قيم عشوائية للمتغير ۲. في 
النموذج الخطي العام يوجد لكل قيمة × من ساحة النموذج D‏ توزيع احتمالي 
متو سطه Bix‏ + / وتبايئه bass co?‏ لا يوجد في نموذج الاحدار الخطي إلا توزيع واحد 
هو التوزيع بمتغيرين ZY‏ ونفترض أن متوسط التوزيع الشرطي J‏ 
(Z|X=x)‏ هو A+ Bix‏ وتباين 62. 

ويمكن تعميم هذه الأفكار إلى حالة 1 +4 من المتغيرات العشوائية (Xo, Xis- Xi)‏ 
وليس من الضرورى أن يكون توزيعها المشترك طبيعيا. (وطعنا ولا يذلا هن AZ‏ 
ونعرف فيما يلي النموذج العام للانحدار الخطي. 

تعريف ("): نموذج الانحدار الخطي العام: لتكن المتغيرات العشوائية ول eX‏ ...: 
× لها توزيع احتمالي مشترك بمتجه متوسطات 'بر ومصفوفة تغاير < وبحيث يحقق 
التوزيع الشرطي للمتغير × = Xe‏ ,...,د× > xi, Xo‏ = ول | (Xo‏ =۲ الشروط التالية : 


k 
E[(X |X, = Xirs Xe = Xp) = My Cs- Xe) = Bo +E Û, x; -١ 
i=l 


أي أن daw gus‏ المتغير الشزعل F‏ دالة خطية في المعالم :۸ وخطية في المقادير x;‏ 


aria LP A E AE S EE T E “د‎ -Y 


فتعرّف هذه المواصفات عندئذ ما يسمى نموذج الانحدار الخطي العام. 

ويجدر التنويه إلى أن الشرط (Y)‏ يعني أن ”ى مقدار منته ولا يعتمد على القيم 
المشروطة ×»...»»×. كما أننا في حالات معينة نضيف شرطا ثالثا هو أن التوزيع المشترك 
للمتغيرات Mi Mo‏ ...2+2 هو التوزيع الطبيعي. 

مثال (8): من المعروف أنه من الصعب التنبؤ بدقة CL‏ القمح لقطعة من 
الأرض. وندرك العديد من العوامل المؤثرة في مثل هذا الإنتاج؛ وإن كنا لا ندركها 
جميعاء كما أن المعادلة التى تربط بين هذه العوامل والإنتاح غير معروفة. وعلى وجه 
العموم يمكن القول إن المعدل اليومى لدرجة الحرارة ×» ومؤشر الأمطار الساقطة Xp‏ 
ومقدار التعرض لأشعة الشمس Xs‏ وخصوية التربة OX‏ بالإضافة إلى العديد من 
العوامل الأخرى تؤثر في محصول القمح الناتج Ko‏ وكتقريب أولي» سنفترض أن 
المتغيرات العشوائية Xa Xs Xa × Xo‏ تشكل متجها من خمس مركبات يخضع 
للتوزيع الطبيعى متعدد المتغيرات. وبالتالي نكون قد حددنا غموذج اتحدار خطي عام كما 
ورد في التعريف )1( ولمعاينة هذا النموذج يمكن افتراض أن هذه القياسات الخمسة 
مأخوذة فوق جميع المزارع في منطقة واسعة تشكل مجتمعا طبيعيا بخمسة متغيرات. 
ويمكن أن يقرر الباحث اختيار 30 من هذه المزارع عشوائيا وقياس المتغيرات الخمسة في 
كل منها. ونرمز للعينة المشاهدة عندئذ كما يلي : 


رقم العينة ال 


[Xio X11, X12, X13, X14] 
[X>0, X21 X22, X93, X4] 2 


[X30.0. X30.1, 30.25 X30.3, X30.4] 30 


A“‏ نمادج خطية 


إذا افترضنا أن المعاينة قد تمت بحيث أن المشاهدات من مزرعة إلى أخرى مستقلة 
بعضها عن بعض فعندئذ نكون قد حصلنا على عينة حجمها 30 من توزيع طبيعي 
Lined‏ متغيرات» ونريد Pry x, ٩ Ox, t Oy, 4 Ox, 6 My, beer My, 6 My, AE‏ 
رمرم ٥ ٠٠+‏ ومنها تقدير (وردردد »)م للتنيؤ بإنتاج القمح tty‏ ما إذا 
كانت زراعة القمح في هذه المزرعة مربحة أم لا. 

مثال (5): لنفترض دراسة Gag‏ إلى التعرف على تأثير العمر ×١‏ ونسبة 
الكوليستيرول في الدم X‏ على ضغط الدم الانبساطي Xo‏ عند النساء اللاتي مجاوزن 
الخامسة والثلاثين من العمر. ونفترض أن العمر Xi‏ والكوليستيرول X‏ وضغط الده 
الانبساطى * عند كافة النساء GW!‏ تجاوزن الخامسة والثلاثين في المملكة تشكل 
توزيعا BH‏ متغيرات gat‏ شروط التعريف (Y)‏ ولعاينة هذا النموذج نختار عشوائيا 
م من النساء SWI‏ تجاوزن الخامسة والثلاثين» ونقيس عند كل منهن العمر» نسبة 
الكوليستيرول في الدم» وضغط الدم الانبساطي» ونرمز للعينة العشوائية المشاهدة كما 
يلي : 


mi 





رقم العينة المتسلسلة 
[Xio Ai, X12] 1‏ 
[.X20, X91, X22] 2‏ 
[Anos Anis Xn2] n‏ 


إذا افترضنا أن هذه العينة هي عينة عشوائية حجمها n‏ من توزيع طبيعي بثلاثة 
متغيرات» وبدلا من تحديد الدالة وديم + ,×8 + uxi) = Ay‏ للتنبؤ بضغط ai‏ بدءا 
من معرفة العمر ونسبة الكوليستيرول» نهدف هنا إلى تقدير (Br‏ وهو يشل التغير في 
ضغط الدم المقابل لتغير قدره الواحد في نسبة الكوليستيرول. ومن هذا التقدير يمكن 
تحديد ما إذ كان يمكن لامرأة تعاني من ارتفاع ضغط الدم وارتفاع الكوليستيرول أن 





تخفض ضغط الدم عندها من خلال التحكم بنسبة الكوليستيرول وتخفيضه باتباع حمية 
EE‏ يناس 
,٤(‏ 4) نحاذج التصميم 

سنعرض في هذه الفقرة والفقرة التالية نوعين كيفيين (وصفيين) من النماذج هما 
نماذج التصميم ونماذج مركبات التباين. ويشير مصطلح الكيفي (الوصفي) والكمي هنا 
إلى متغير التنبؤ أو المتغير المستقل × المستخدم في الفقرات السابقة. ويكون النموذج 
كمياء بصورة عامة» إذا كانت المتغيرات المستقلة × » قابلة للقياس مثل الوزن؛ 
الطول» الزمن » الضغط H‏ وإذا كانت وصفية مثل اللون؛ الصنف» أنواع الآلات› 
أنواع السيارات» طرق الإنتاج؛ فيسمى النموذج نموذجا Las‏ (وصفيا). ويجدر التنويه 
هنا إلى إمكانية وجود تصنيفات وصفية معبر عنها بدلالة متغيرات كمية وذلك: عندما 
نستخدم هذه المتفيرات الكمية بطريقة وصفية بغية التصنيف. وستعرض لذلك ف الخال 
(A)‏ وقبل تعريف نموذج التصميم سنوضح ببعض الأمثلة. 

مثال (۷): لنفترض أن شركة تريد معرفة ما إذا كانت توجد أية فروق SE‏ في 
متانة مسامير فولاذية ملولبة بقطر = ivy‏ ومصنعة بطريقتين مختلفتين. وهناك مجتمعان 
في دراسة كهذه» ويتضمن امجتمع : إنتاج الشركة السنوي من المسامير المصنوعة 
بالطريقة ci‏ 1,2 = . ليكن (o?)‏ متوسط وتباين المجتمع (التوزيع) الأول a‏ )1,03( 
متوسط وتباين ah‏ (التوزيع) الثاني. اخترنا عينة من 3 مسامير من كل من امجتمعين 
وقسنا متانة كل مسمار فيهما. لنرمز للقيم المشاهدة بالرموز Yoo Yn Yis Yiz (Yur‏ 
:ء۲ حيث يشير الدليل الأول للمجتمع ويشير الدليل الثاني للقياس ضمن العينة المأخوذ 
من هذا امجتمع. ويمكن كتابة النموذج بصورة مفصلة كما يلي : 


AA‏ نمادج خطية 


4h + 21 Yu = fa + €‏ = ر12 
\A) 122 = 4h + 2 112 = Û + 2‏ ,6( 
63 + £4 = و 1 دك + 4 = 123 


او le‏ الشكا : 


ت (4,19) 
حيث : 

Yi 1 0 6 

Yio | 0 3 

(£. Ye) y 0 : 

Y= 13 X= p-|""| e= 13 

12 0 1 > Ha Éin 

Yaz 0 [1 دع‎ 

L123 0 [1 ودع‎ 


وتتألف المصفوفة X‏ من الأعداد 0 و1 فقط فهى مصفوفة مؤشرات» إذ تشير 
قيمة كل xy pare‏ من المصفوفة × إلى ما إذا كان ب متواجد في المعادلة المعنية al‏ لا. 
ولكن النموذج كما كتبناه في V8)‏ 5) ماثل تماما للنموذج الخطي العام وتنطبق عليه 
معظم عمليات الاستقراءء المطبقة في النموذج الخطى العام. 

مثال (۸): سنوضح في هذا المثال كيف يمكن استخدام متغيرات كمية فيما يسمى 
نموذج AS‏ (وصفي). 

dF yo pai)‏ أو دراسة تهدف إلى LIF‏ مدى pb‏ متانة قماش معين بدرجة 
حرارة الماء الذي يغسل فيه وذلك بعد تعرضه BU‏ غسلة. وقد تقرر استخدام درجتين 
لحرارة الماء عند الغسل هما 150° فهرنهايت و*180 فهرنهايت» واستخدمنا ثلاث قطع 
من القماش متماثلة غسلت مائة مرة وذلك غند كل من درجي الحرارة» ثم قسنا بعد 
ذلك متانة كل قطعة. ليكن Yy‏ قياس GL‏ للقطعة j‏ من القماش المغسولة بدرجة 
الحرارة ci‏ حيث يشير 1 = : إلى الدرجة 150 و2 i=‏ إلى الدرجة 6180 فيمكن كتابة 


النمودج على اله نشكا + 


(£. ؟١(‎ = عق بلا‎ , b= hd <S 


1 


أو بالتفصيل : 


bh 


(%, TU 


tad 


SS مد‎ bd g مد‎ 








ودرجة الحرارة متغير كمي إلا أنه مستخدم هنا للتصنيف إلى صنفين» مجتمع 
القماش المغسول بدرجة حرارة 0 ومجتمع القماش المغسول بدرجة حرارة 180. 
والمصفوفة × هى مصفوفة مؤشرات تتضمن الأرقام 0 و1 فقط وهي تشيرء على 
الترتيب» إلى OLE‏ أو حضور بم أو يدر في المعادلة المعنيّة. وفي هذا النموذج تشكل i Yn‏ 
Ny Yi‏ عينة عشوائية من مجتمع متوسطه ‏ وتباينه of‏ (نفترض 0 = (رع)ظ و = Var( &j)‏ 
o°‏ والمقادير Gy‏ مستقلة). وتشكل Yoye Yor Ya‏ عينة عشوائية من مجتمع متوسطه Lb‏ 
وتباينه ©. وهدف الدراسة هو تقدير cph‏ ممم ثم الفرق pa-pa‏ وقد يكون من المناسب 
OLS Lally‏ :بر على الشكل ‏ + بر cms‏ حيث بم وهو متوسط المتانة لجميع قطع 
القماش قبل غسله وت المتانة المضافة العائدة إلى غسل القماش بدرجة حرارة ¡ OSS)‏ 
أن يكون ‏ سالبا). وعندئذ يصبح النموذج. 


e‏ من د ف م 


(4, ۲٤( 


Pt 


يع 
تج O‏ © = = لم 





بم 





ومجد في المعادلتين )٤, VV)‏ و (E, YY)‏ نموذجين مختلفين يعبران عن الدراسة 
nt‏ وكتابة :> + مر بدلا من بع يجعل المتجه 8 مؤلفا من متجهين جزئيين أحدهما 
eel‏ بر والآخر المتجه ۽ أي أن B= r]‏ حيث [بر] = و[ [m‏ = #. وقد لا يبدو 
مثل هذا التعديل في عبارة النموذج ضروريا في هذا SUM‏ إلا أنه من المفيد في أمثلة 
وحالات أكثر تعقيدا اللجوء إلى التعبير عن النموذج بالشكل المعروض في المعادلة 
YY)‏ 5) وتجدر ملاحظة أن المصفوفة × كما وردت ف المعادلة )٤ ,۲٤(‏ أبعادها 3 × 6 
ووتكها 2 shal Lary‏ المصفوفة × كما وردت في المعادلة )٤ YY)‏ هي 2 × 6 ورتبتها 2: 
ونقول إنها Old‏ 45 تامة» وعلى العكس OW‏ × في المعادلة (EYE)‏ ذات رتبة غير 
تامة. وتتمايز الحالتان في الغالب عند إجراء التحليل الإحصائي. 

مثال (4): يريد باحث دراسة تأثير سمادين مختلفين وأربع طرق لتطبيق السماد 
على إنتاج صنف من أصناف الذرة الصفراء. لنرمز لتأثير السماد ¡ بالرمز به (1,2 (i=‏ 
ولتأثير الطريقة ر في تطبيق السماد بالرمز eg‏ )1,2,3,4 = . وإذا افترض الباحث أن 
التأثيرات تجميعية أي تضاف بعضها إلى بعض فيمكنه كتابة النموذج التالى : 


iı = Uut GCG F TF E 

a + Bt 2‏ + بر = وآ 

(£, Yo) Yi = دير‎ Q + Bt &3 
Yi = ير‎ + at درت + و14‎ 

Yo, = يه + ير‎ + Tı + © ١ 

ورت ht‏ + يه + نر = fn‏ 

1 وح‎ = Ut ينه‎ + G + &3 

1'24 > لم‎ + a + T4 + E24 


نماذج إحصائية خطية ۹۱ 


أو بشكل مختصر: 
1,2,3,4 = 57 1,2 2ق & + at‏ + نر Y3) y=‏ ,£( 
حيث ر۲ الإنتاج المشاهد من الذرة الصفراء في قطعة من الأرض تلقت السماد i‏ 
مطبقا بالطريقة j‏ ويفترض الباحث هنا أن الإنتاج Yy‏ يساوي عددا ثابتا در وهو متوسط 
الإنتاج عند عدم تطبيق أي سماد» مضافا إليه :ه وهو التأثير الذي يعود إلى السماد ci‏ 
مضافا إليهما y‏ وهو التأثير الذي يعود إلى تطبيق الطريقة Way of‏ بالإضافة إلى رع 
الذي يعود إلى عوامل أغفلت أو عوامل لا يمكن للباحث التحكم فيهاء كالفرق في 
الخصوبة بين القطع المستخدمة من الأرض. وقد يرغب الباحث في اختبار أو تقدير دالة 


3 المعالم E th‏ و و النمودج برمور المصفوفات : 





Y=AB+ ag 
: وعند كتابته بالتفصيل نجد‎ 
"| [I 101000] . 
vll 1 0 0 1 0 0] 7 
i a 
(£, YV) A 110001 0F 
eI E [ 000 1ˆ 
= t 
Pl j1 O0 1 1 0 O Oj 
T 
IH 0 1 12 i i OT * 
3 
ml )1 01 0 0 1 Off 7 
IE 
ME ot eee if" 
من الأعداد 0 1 فقط فهى مصفوفة مؤشرات.‎ X تتألف المصفوفة‎ - | 
المتجه 8 إلى ثلاثة متجهات جزئية.‎ BF يمكن‎ - ١ 
(£, YA) 


p= 


In 19 IF 


۹۲ نماذج خطية 
u= [u] ee‏ ويتألف من المتوسط العام فقط › [ي0,ه] عبن ويتألف من المعالم التي 
تشير إلى السمادين T =([%,%, h, Ta]_9‏ ويتألف من المعالم التي تشير إلى الطرق الأربع 
لتطبيق السماد. 

-T‏ تتضمن كل معادلة في النموذج عنصرا واحد بالضبط من كل من المتجهات 
الجزئية ثما يفرض على المصفوفة × أن تتخذ نمطا معينا. 

تعريف (E)‏ يحقق نموذج التصميم تعريف النموذج الخطي العام باستثناء أن رتبة 
XG giall‏ وأبعادها nxp‏ هي k‏ حيث ‏ < م n>‏ بالإضافةإلى أن المصفوفة × مشكلة من 
الأعداد 0 أو 1 فقط. وتتخذ المصفوفة × نمطا معينا يختلف باختلاف التصميم l‏ في 
النراسة: 

)٤ ,(‏ نموذج مركبات التباين 

شكل النموذج مماثل لنموذج التصميم باعتبار أن المتغيرات xy‏ تتخذ القيم 0 أو | 
فقط. ويمكن كتابة النموذج في أبسط أشكاله وفق الصيغة ره + + مر = را. وفي هذا 
النموذج يكون كل من ayy Ti‏ متغيرات عشوائية غير قابلة للمشاهدة بتباينين 67 وتم 
على الترتيب. والبدف من هذا النموذج مشاهدة Yi‏ وتقدير ٠‏ وت. ونوضح بمثال. 

مثال :)١(‏ لدراسة محتوى أوراق الشجر في بستان من الآزروت» جمعت أوراق 
من أشجار البستان وقيس محتواها من الآزوت. ووجد هنا مصدران رئيسان للتغيرء 
التغير من ورقة إلى أخرى على شجرة؛ والتغير من شجرة إلى أخرى من أشجار 
البستان» والبدف هو قياس التغيرين هذين. ومن المستحيل قياس المحتوى الفعلي 
الصحيح من الآزوت في أوراق شجرة دون تعرية الشجرة من جميع أوراقها وقياس 
محتوى كل ورقة. ليكن ()7/توزيع المتغير العشوائي 7 الذي يمثل متوسط محتوى DN‏ 
في أوراق شجرة» فمن الناحية النظرية يمكن إيجاد fi)‏ بعد تحديد محتوى الآزوت في 
كل شجرة من البستان (وبالطبع بعد تحديد محتوى كل ورقة من أوراق كل شجرة) ثم 


إقامة مضلع تكرار نسبي للنتائج. وهكذا نجد أنفسنا في موقع من يهدف إلى تحديد (أو 
تقدير) 2 » تباين 7» دون أن يكون قادرا على معرفة أي من قيم T‏ ولإنجاز هذا 
البدف سنستعرض نموذجا نظريا. نختار عشوائيا بعضا من أشجار البستان» ثم نختار 
عشوائيا من كل من هذه الأشجار بعض أوراقهاء ثم نقيس محتوى الآزوت في كل 
ورقة من الأوراق التى اخترناهاء ونستخدم هذه البيانات المشاهدة مع النموذج النظري 
لتقدير 6. وإلى جانب oT‏ يوجد متغير عشوائي آخر يمثل محتوى الورقة من أوراق 
شجرة بعينها ولنفرض أن تباين هذا المتغير العشوائي 8 dil‏ یی تابا من شج ة 
إلى أخرى. لنتّبع النهج التالي في المعاينة : 

١‏ - نختار شجرة عشوائيا ونفترض أن محتواها من الآزوت T‏ (متغير عشوائي 
غير قابل للمشاهدة). 

۲ - نختار عشوائيا د ورقة من أوراق هذه الشجرة ونقيس محتوى الآزوت في 
كل ورقة اخترناهاء jo Jy‏ للقيم المشاهدة بالرموز Yia e Yn‏ ؛ ...2 Vig‏ 

۳ - نكتب النموذج لأول شجرة اخترناها على الشكل : 

i = elt AE 377 E 

حيث u‏ متوسط الحتوى من الآزوت للورقة الواحدة على مستوى أوراق 
البستان بأكمله و 7 متوسط الحتوى من الآزوت لأوراق الشجرة الأولى التى اخترناها. 

٤‏ - نكرر العملية فئختار عشوائيا 1 من أشجار البستان» ونفترض أن متوسط 
محتوى الآزوت لبذه الأشجار هو e T‏ ,3 :...» ,7 ؛ نختار عشوائيا J‏ ورقة من أوراق 
كل شجرة» وليكن SHH Yy‏ الآزوت للورقة ز من الشجرة i‏ ثم نكتب النموذج 
بصورته العامة على الشكل : 

1, =+ -u - 2: ( 


أو : 


۹4 مادم خخطية 
ST LICE N‏ 
حيث يرمز الحد :7 إلى تأثير الشجرة ¡» و0 = c Var(T,)=0} ET)‏ ويرمز الحد 
Ly‏ إلى SE‏ الورقة :رمن أوراق الشجرة :؛ ومن الواضح أن 0 = Var(L,) = o? «E(L;)‏ 
وذلك لكل i‏ وز. ونفترض أيضا Lig Tr‏ غير مرتبطين لجميع قيم gl ci‏ ومع الخواص 


Dakss cys هذه‎ 
Var( Y) = Var(T) + Var(L) 


أو : 


Oy =0; +O, 
نير العشوائي القابل للمشاهدة ۲. ويمكن أن‎ 
Ly Ti نفترض توزيعات طبيعية للمتغيرات‎ 

ونلخص الآن» أهم أفكار المناقشة السابقة كمقدمة لتعريف نموذج مركبات 
التباين. لتكن Ol pee f= leew i Led Ly‏ عشوائية قابلة للمشاهدة ويمكن كتابة 


كل منها وفقا للتركيبة التالية : 







و٣‏ » of‏ هي مركبات التباين للم 


حيث :4 و رة متغيرات عشوائية غير مرتبطة وغير قابلة للمشاهدة 


و0 = Var(e,)=07 « Var(A,)=0%, « E(Aj) = Ele)‏ » وير معلمة مجهولة» فتعراف هذه 





الواصفات تموذج مركبات تباين. وأحيانا نضيف توزيعات معيئة | 
فرضنا 2=[ و 23ل e‏ فيمكن ALS‏ النموذج في V9)‏ ,8( كما gu‏ : 


1-22 


Yi ) 1 0 Ei 

7 ii @ 22 

1, lL 1 0 # A €13 
y= 3 E a | ,/ =|— |= A, E= 

6 | 0 1 a A E19 

A | 0 1 i Bs, 

i 1 0 1 En 


در ثابت غير معروف» :4 متغيرات عشوائية بمتوسط صفر وتباينات 6 » ejg‏ 
متغيرات عشوائية huge‏ صفر وتباينات 62. 

تعريف )0( نموذج مركبات التباين: لتكن المغيرات العشوائية القابلة للمشاهدة 
Vij im‏ بحيث إن : 

Fim ذهو‎ At Bgt at ويه‎ 

حيث نر ابت ۽ A;‏ متغير عشوائي متوسطه صفر وتباينه ٥‏ »و By‏ متغير عشوائي 
متوسطه صفر وتباينه و٩ Ejmi‏ متغير عشوائي متوسطه صفر وتباين :6 
والمتغيرات العشوائية :4» (By‏ ... ...ر6 كافة غير مرتبطة. فتعرف هذه المواصفات نموذج 
مركبات تباين. 

وفي العديد من الحالات نفترض أيضا توزيعات معينة (مثل التوزيع الطبيعي) 


Ey..mb ... ول‎ tAr متغيرات‎ 





)5 ,£( تمارين 
١‏ - لنفرض أن البيانات التالية أخذت من أحد البحوث التي أجريت لدراسة 
العلاقة بين متغير الاستجابة Y‏ اسع ها المستقلة :Xı, Xa, X3‏ 


: 


vafis iost 53 
5 











بافتراض أن النموذج المناسب هو النموذج الخطى Yi=BotBiXitB2Xi2t BsXiste;‏ 
Lack’‏ البيانات السابقة مثل هذا النموذج بصيغة النموذج الخطي 
العام Y=XBte‏ موضحا OLS‏ لاو ع2 و 9B‏ چ 

be -‏ هو دج التصميم Yi = trite;‏ حيث i=1,2,3,4‏ و j=1,2,3‏ بصيغة 
النمودج الخطى العام Y=XBte‏ موضحا المكونات لا و × و8 وع وكذلك وأبعادها. 

Y‏ - مثل coy‏ التصميم Yj = ptej‏ حيث i=1,2,3,4‏ و j=1,2,3‏ بصيغة 

النموذج الخطي العام Y=XBte‏ موضحا المكونات لا و × و B‏ و E‏ وكذلك وأبعادها. 

- مثل غو دج التصميم ان + i=1,2,3 Com Yik > M+‏ و j=1,2‏ و k=1,2‏ 
بصيغة النموذج الخطي العام Y=XBte‏ موضحا المكونات لا و × و 8 و ع وكذلك 
وأبعادها. 





é tal eee / o> 


ت pps‏ أن البياناث ool‏ کن تمثيلها giy‏ التصميم يل اف 





مستخدما البيانات السابقة اكتب النموذج السابق بالصيغة Ges ye Y=XBte‏ 
CUS‏ لآ و × و 8 و ع وكذلك وأبعادها. 


GO) ead) 


pa dll‏ واختبار القرضبات 


)0,1( مقدمة 


سنتناول في هذا الفصل مسألة التقدير النقطي والتقدير بفترة ILL‏ النموذج الخطي 
وسنعالج حالتين نفترض في أولاهما أن توزيع متجه الخطأ م هو التوزيع الطبيعي 
«NiO, © a)‏ يسمح لنا بتطبيق طريقة الإمكانية العظمى في التقدير. ونتعرف على 
أهم مواصفات وخصائص هذه التقديرات. وفي الحالة الثانية نكتفي بافتراض أن 
مركبات متجه الخطأ ع غير مرتبطة أى أن 0 = )5 Jawa i # J e COE‏ أن طريقة 
المربعات الدنيا تزودنا بالتقديرات النقطية نفسها كما في الحالة الأولى وبمواصفات 
وخصائص تقصّرء كما هو متوقع» عن تلك التي نجدها في الحالة الأولى؛ إلا أنها 
تتقاطع مع خصائص تقديرات الإمكانية بصورة يمكن اعتبارها من وجهة النظر العلمية 
مرضية تماما. ونعيد هنا تعريف نموذج خطي عام. 
تعريف :)١(‏ ليكن ۲ متجها x]‏ من المتغيرات العشوائية قابلا للمشاهدة ؛ 
لتكن X‏ مصفوفة (n > p) nxp‏ من الثوابت المعروفة رتبتها م» ليكن ‏ متجها Px]‏ من 
المعالم Ug gel‏ ؛ ليكن ع متجها 1×« من المتغيرات العشوائية غير القابلة للمشاهدة: 
حيث 0 = El‏ و = c Varla)‏ ولنفترض أن هذه المقادير ترتبط بالعلاقة : 
(o, \) Y=X pre‏ 


q V 


فهذه المواصفات تعرف كما نعلم نموذجا Lle Lbs‏ تام الرتبة. 
)١ , Y)‏ التقدير النقطي لعالم النموذج (الحالة الأولى) 

نظرية :)١(‏ ليكن النموذج الخطي العام م +8 × Y=‏ محققا لمواصفات التعريف 
)١(‏ » ولنفترض إضافة إلى ذلك أن المتجه ‏ يتبع التوزيع الطبيعي NO, PI)‏ فعندئذ 
يكون : 

i)‏ ) مقدر الإمكانية العظمى لمتجه SLM‏ 8 هو X'Y‏ "(××)=8 » ومقدر 
الإمكانية العظمى للتباين ٥‏ هو 8/(1 - Ley) 6? ar‏ تعديله ليصبح مقدرا 
غير منحاز)» H=X(X' 5777 de‏ 

(ب) يتوزع B‏ متجه المقدرات وفق التوزيع الطبيعي Np(B,07(Xx)")‏ 

ج) يتوزع المتغير i y‏ وفق التوزيع كاي مربع بعدد np‏ من درجات 
الحرية (م-)2. 

(د) B‏ و62 مستقلان. 

(ه) )8,67( هي إحصاءات كافية بصورة مشتركة للمعالم (B, P)‏ 

(و) المقدرات )?8,6( تامة. 

[OLD » 

)1( للوصول إلى دالة الإمكانية نكتب دالة الكثافة المشتركة polal‏ العيئة ,7 » ... 
«ns‏ ونعلم بالفرض أن (,1 N,)× 8,٥”‏ ۲ وبالتالى تكون دالة الإمكانية : 

(o, Y) L(B,07;¥,X)=(220")"” exp i- | 


v- x8) (x 8) 


وبأخذ لوغاريتم الطرفين نجد: 


(0,¥) Log L(B,07;Y,X)}=—" log (2x) وا‎ o? 2 = r-xp) (y- X8) 





1 
r? 





=~" log (22)- 210g 0? جك‎ (Y Y-28 X'Y+8 XXP) 
2 2 io” ١ = = س‎ 


التقدير واختبار الفرضيات ۹ ۹ 








وفضاء المعالم هو 
fi<+o,i=1,2,....p}‏ > م - : 0 < 6 (Bo):‏ =0 )£ ,0( 
[és‏ جملة المعادلات jat — EE = 4 a tae‏ على النقطة a")‏ 2 
سخ قا ء المعالم ای چن توکو اھ Ken‏ وباشتقاق طرفي (7, 0( 
ول 
FT i =- ¥ - Xx û)=0‏ 40 


A 2 xû) ly - xf)-0‏ ی و 


وبحل هذه المعادلات؛ آخذين في الاعتبار أن XX‏ مصفوفة pxp‏ رتبتها بالفرض 
تساوي مء وبالتالي يمكن حساب معكوسها (XX)!‏ نجد : 
=+(y-xp) fz- xå)‏ چ ; X'Y‏ ترج ÊX‏ )1 ,0( 
وبتعويض B‏ ما تساويه في عبارة *7 ثم التبسيط نجد : 
ng? =Y (1, -xax xl l, XXX) xlr‏ 
وإذا رمزنا للمصفوفة XY! X‏ )× بالرمز H‏ نجد أن H‏ مصفوفة nxn‏ متناظرة 
ومتساوية القوى» وبالتالي فإن المصفوفة In- H‏ متساوية القوى وهي بوضوح متناظرة 
أيضاء ما جعل عبارة ”7 كما يلي : 
V) a= UI, - H)Y‏ ,0( 
وبتطبيق القاعدة في (۳۰ (Y,‏ متذكرين أن 8× = EY)‏ نجد : 
E(né?)=E[Y'(, - H)Y]=e? UU, -H)+B X'(1,-H)X p‏ 
وإذا رمزنا للرتبة بالرمز” وتذكرنا أن رتبة مصفوفة متساوية القوى وأثرها 
متساويان AS‏ 


TF‏ تماذج خطية 


(0, A) (l, — H) = tr( Ip) - tr(H) = n= (XX XX”) 
oN, =n—r (XX (X'X)')=n-r (Ip) =n -p 


وإذا ضربنا المصفوفة H‏ - ,1 من اليسار بالمصفوفة ل أو من اليمين بالمصفوفة X‏ 


فان الناتج يكون صفرا. 
X '(h-H= (hA)‏ )0.4( 
“و زم E(no*)=(n-‏ 
a‏ 
(=H) |=‏ س( no‏ 1 )*\ ,0( 
n-p n-p‏ 


أى MA‏ الب مقدر غير منحاز للمعلمة *» وسنرمز لهذا AA‏ 6 وهو 
مقدرات الإمكانية العظمى للمتجه 8 وللتباين “6 هى : 


لوو ين ملم ?6 , Ba(XX)' XY‏ )\\ ,0( 


(ب) نلاحظ أن م هو من النوع CY‏ حيث C= (XAT‏ مصفوفة من الثوابت 
Ky‏ أن (,1 62 N, (XB,‏ ~۲ فيكون توزيع Ê‏ وفقا للقاعدة المعطاة في النظرية (۳) من 
\Y) E(B)=CE(Y)=CX 8 =(XX)' XX B=B‏ ,0( 
(لاحظ أن مقدر الإمكانية العظمى للمتجه 8 هو مقدر غير منحاز). Ll‏ تباين 

توزيع B‏ فهو: 
Clo, )C = of (XX) XX OLX)" = of XY"‏ 1 .0( 


(ج) لنرمز للمصفوفة n- H‏ بالرمز M‏ فعندئذ نجد : 


التقدير واحتبار الفرضيات ٠١١‏ 


_ wie l | 
yn OP oy (Zm) 


0 0 

أي أن المتغير U‏ هو صيغة تربيعية في مركبات المتجه Y‏ مصفوفتها ey. 5M‏ أن 

M‏ مصفوفة متساوية القوى فنجد وفقا للنظرية (Y)‏ من الفصل الثالث أن توزيع U‏ هو 

توزيع # اللامركزي بعدد من درجات الحرية يساوي رتبة 24 ومعلمة لا مركزية 
(XB) M(X P)‏ =4 . 

وقد رأينافى A)‏ ,0( أن أثرء وبالتالي رتبة ۲1 - ,1 =1 هي -n-p‏ ومن الواضح › 

بالاستفادة من )9 oCo,‏ 0 -4 . وهكذا يكون توزيع U‏ هو التوزيع 7 المركزي بعدد 


(n-p)‏ من درجات الحرية. 
(د) من Co, NN)‏ نجد 6 و62 يحققان شروط النظرية CV)‏ من الفصل CES‏ 
ذلك لأن : 


(XXY' X (ol) (In - H) = P (XX) (I, - H) > 0 
. 67 مستقلا عن‎  نوكي‎ Sky .)0, A) بالاستفادة ثانية من العلاقة‎ 
فيمكن كتابة‎ )6 , Y) لنعد إلى دالة الكثافة المشتركة للعينة ,۲,۰...۰۲2۰7۷ فى‎ (a) 
: الصيغة التربيعية في الأس كما يلى‎ 
(r- X8 -X8)=(- x û) + X(ê- 6)] (v-xh+xX-B)| 
=(Y- XYY- X)+(B-BY XX (B-8) 
+(B- BY X'(¥-X B)+(¥- لا‎ BY 1 (8-8) 
وبالعودة إلى )0,0( » وعلى وجه الخصوص المعادلات الناظمية‎ 
: نجد أن كلا من الحدين الأخيرين يساوي الصفرء وبالتالي يكون‎ » ×'- ×× 8-0 
(Y - X By (Y-X B)=(¥- XB) (Y-Xf)+(B- BY XX(B-B) 
: يمكن كتابة‎ (¥- XB) Y- X B)=nd? =(n- وبملاحظة أن *6(م‎ 
)0,15( (Y - X8) (Y¥- X B)=(n- (م‎ 63 +(B- BY XX(B-B) 


وبالتعويض فى Y)‏ ,0( نجد : 

L(Y, X; 8,0?) - (220°) أده‎ esl - p)’ +(B- BY XX(B- ph 

Bow,‏ أن هذه الغبارة لا تعتمد على الغينة 7 إلا من SWS‏ أو يدلالة: 
الإحصاءات ‏ و*6 ومتذكرين قاعدة التحليل إلى عاملين التى تنص على ما يلى : 

لتكن I‏ ...»ر عينة من التوزيع © A;‏ حيث 9 متجه من المعالم » فالشرط 
اللازم والكافي ليكؤن المتجه من الإحصاءات ؛ كافيا بصورة مشتركة لمتجه المعالم © هو 
أن يكون : 

(0. \o) ViVa D= Bt; © hO) 

حيث لا يعتمد العامل O)‏ :)8 على مقادير العينة إلا من خلال مركبات المتجه ! 
ولا يعتمد العامل Ay)‏ على و. نجد أن الاحصاءات )8,67( كافية بصورة مشتركة 
للمعالم )”0 (B,‏ 

(و) لا نقدم برهانا مفصلا لبذه العبارة ولكننا نذكر باختصار أنه يبرهن في 


التحليل الرياصى أن أسرة من الدوال i VIS‏ الأسية ان اا تأمة. وقد Ll,‏ 3 )>( 


a a n> oO +, » i 5 : 5 aes a 
9 Eee » t ee و(ج) و(د) أن / يتورع وفق التوزيع الطبيعي وان‎ 


نلان. والتوزيع المشترك للإحصاءات متناسب إذن مع حاصل ضرب التوزيع 
الطبيعي بعدة متغيرات بتوزيع ر وكلاهما ينتمي إلى الأسرة الأسية. 

وفي ضوء النتيجتان (A)‏ و(و) ونظرية ليمان — شيفه المعروفة في نظرية التقدير 
النقطي لنخلص في النظرية التالية خواص مثلى لمقدرات الإمكانية العظمى لمتجه المعالم 
2 والتبايه oO”‏ 

نظرية (۲): ليكن النموذج الخطي العام م + iit Y= XB‏ لمواصفات التعريف 
Oly »)1(‏ المتجه ع يتبع التوزيع الطبيعي NAO, 07 In)‏ لتكن A ٠”(‏ أي دالة في المعالم 








التقدير واحتيار الفرضيات eT‏ 


B‏ و “© يوجد لہا مقدر غير منحاز» فعندئذ توجد دالة فى مقدرات الإمكانية العظمى 
8 وة ولتكن مثلاء ÊE)‏ تشكل مقدرا غير منحاز أمثل AB ٠ DAU‏ 
(ونعني بالأمثل أنه ذو تباين أصغري بانتظام). 
وسنوضح الآن تطبيق هذه النظرية من خلال مثال هو النموذج الخطي البسيط. 
مغال :)١(‏ ليكن النموذج الخطي البسيط. 


Y= Bot بع + ,م‎ , i= 1,...0 











(o, \1) | 2 
E(&=0 E~N,(0, 0° in) 
1 x, 
2 | LY. 
Y , y= l Xa „B= Po = i 
: P 2x, Y, 
I x, 
nh 1 [z -x 
n ; (Xx) n | ) i 
> Xx; E ny (x, -EF -ay 8 


I i i 


لنرمز للمقدار ”(×- ,»)< بالرمزب5 وللمقدار E-F‏ بالرمز Sy‏ وللمقدار 


(۳- )م (Sy pe ILS (x,‏ فتكون مقدرات الإمكانية العظمى لمعالم النموذج كما 





T 


5 | E? ا د‎ nr 

- ممم Lear‏ ]دم 

0 Sx | -x | ||) èx, Y, 
Y, 





] Y=x? 5 r Y, 1 Ê XX, 
Dice r” nx Y + Ly, r, 3 


(0, ۱۷) b, = ` B, =YEx? -X2x Y 


ويمكن بسهولة OLS‏ أن × م - ۲= By‏ وقد تركنا ذلك كتمرين للطالب. 
Ky‏ أن "(××) Var(B) =٥‏ فلدينا هنا : 


-0 


= = “> i 
Cov( Po. P) = x A , Var( pi) = 


i 








2 2 
oO’ AX 
n 


(oO, \A) Var(p,)=— 


ويؤثر اختيار القيم x;‏ في التباينات والتغاير في VA)‏ ,0( « ولجعل Var(B,)‏ أصغر 
ما یکن ينبغى أخذ القيم x‏ بحيث تجعل Sa‏ أعظم ما YS‏ ولجعل Var(By)‏ أصغر ما 
ہکن نجعل ے5 / 2×7 أصغر ما يمكن. وبما أن 1< 2/5« فإن Var( fy)‏ سيكون أصغر 
ما يمكن fat‏ 0 - × وهذه تجعل التغاير 0 -(,/,,0)8© ف الوقت نفسه. 
ويمكن تقدير ch ٠”‏ من الصيغ التالية : 
Y-Êx'Y)‏ )حزق عد-عا(قع-ع هن 
rite Y-BX'XB)‏ 








md |‏ 
وبالتعويض عن B‏ يمكن بسهولة OLS‏ أن : 
B lie _ĝọ‏ 1[ 2 )4\ ,0( 
AS, |‏ | $ روأ 0 
مغال (۲): بالعودة إلى )١( JU‏ أوجد المقدر غير المنحاز الأمثل لكل مما يلى : 
5-1« چو f - iso -Ý‏ - ,26 0- ?40+ ,28 








XX 


Blo? -AN i A-2580 -Y «fj +1.960 -1 

الحل. وفقا للنظرية (۲) يكفى إيجاد مقدر غير منحاز لكل منها بدلالة مقدرات 
الإمكانية العظمى B‏ و22 وهكذا نجد بالاستفادة من (۱۷, 0( و V9)‏ ,0( 

: وبالتالي يكون المقدر غير المنحاز الأمثل للدالة ,58 هو‎ 5570-58, - ١ 


sp = 5 2w s „s20 -9U - Y) 
5 
= -J 
: -المقدر غير المتحاز الأمثل هو‎ ١ 


28, =2(¥ —xf,)=2Y -2x Dei =X =P) 


¥ (x =- 
: المقدر غير المنحاز الأمثل هو‎ - Y 
l + is « (E - x)(¥, -7) 
ا ا ی‎ Ti 7 IK وتاي‎ 8 
an D(x - 3) 





> -المقدر غير المنحاز الأمثل هو: 
2B, - By - 28 -Y + Û x = )2- (8 -Y‏ 


DED_ Y‏ مط وب 
$x; =y)‏ 


ه -المقدر غير المنحاز الأمثل هو : 
-P ,‏ 220-0 7 + 28 
(x, Zt‏ 
2 
x)(¥, - 5)‏ - 26 


5 (x, =i 


Et- F7 - 


5 - نحتاج هنا إلى مقدر غير منحاز LEW‏ المعياري 6. ونعلم من النظرية ١‏ 
)>( أن (2)0-2ر- دا ف كمد ج وأن العزم من المرتبة r‏ للتوزيع ()ثم معطى بالعلاقة 
ary ver)‏ | 
aa Cee ET‏ حل : 
r‏ 


—v 
2 


وبالتالي يكون : 





alee 
E(G) =- 


hy 


أو: 
(o, ¥*) J-a 50-1)‏ 
PORI EY‏ 
2 
E‏ 
وهكذا يكون المقدر غير المنحاز الأمثل المطلوب : 
Te‏ 








y‏ ب وو م 
r5 ]‏ 

5 o 2 y 
he ا بك‎ S E(x, = =| 
عاط‎ WID, AE re 

= 21 Di- 


وباستخدام الرموز المختصرة نجد : 


التقدير واحتبار الفرضيات 


- 00 | بر‎ 
S ar 1 


2 


(| | 

ri —n-1 7 

Sy 6 ٍ ۽‎ 5| 
002 8 


AX 





n- ar{ 3 n- ١ 
یم‎ +6 
var" = 
. 9 


(1 ظ‎ 
2.581) 30-1) at 
ie كلس‎ s =| 


5 همك‎ 5, -— 
S ar S. 


: نعلم أن م مستقل عن ”ة وبالتالي‎ - A 
E( 4 )=£()-4( 25 )=8 60 


(ô 8, 


4 حسب OV)‏ و وبتعويص u dane Gr=-l‏ المعطاة في )1( شد : 





1-2 2 1 وم 
ال “r es‏ کک 





2 EF ا‎ 
(r=) 1-2) 5-9 
2 ظ‎ 2 
21 ا‎ n-2 . Í 
SI ae i 
: وبالتعويض نجد‎ 
Pad Ê _ (n—2)f, 
E ا‎ ) (n—4)o” 
: وبالتالى‎ 





E| (n—4)f, pi 


(n- 2)6 o 


ويكون المقدر غير المنحاز الأمثل هو : 


: xy 
A n=- ہے‎ | 
(7 a 4)0 58 | i D y 55 (n H | 
(n-2)6° & Sbg 
yY 


و" يق التقدير النقطي لمعا لم النمو ذج (الحالة الثانية) 
ليكن النموذج الخطي العام + XB‏ = ۲ محققا لمواصفات التعريف (CV)‏ 
وسنغفل هنا تحديد أي توزيع بعينه لمنجه co lad‏ مما يحرمنا من فرصة اللجوء إلى مبدأ 
مبدأ المربعات الدنياء ويقضي هذا المبدأ أن نتخذ كتقديرات لعالم المتجه 8 تلك القيم 


التى g gat be‏ مربعات الأخطاء Del‏ أو م ع أصغر ما يمكن. ولكن: 


g £= (Y -XØ Y- XB 
=Y Y-20 X Y+PX'XP 


ويوضع i7]‏ - مساويا للصفر نحصل على القيم المطلوية» وهكذا نجد من 

جديد المعادلات الناظمية نفسها التي وجدناها عند تطبيق ميدأ الإمكانية وهي : 
(o, Yy) x" x û=x'Y‏ 

ومنها نجد مقدرات المربعات الدنيا : 

(o, YY) P-a XY 
أصغر ما‎ g e وهو نفس ما وجدناه في )0,1( ولا غرابة في ذلك إذ أن ما يجعل‎ 
الواردة في دالة الإمكانية في (۲ ,0( أعظم ما يمكن. ومقدر المربعات‎ ef? يمكن يجعل‎ 

الدنيا غير المنحاز للتباين or?‏ مبئيا على مقدرات المربعات الدنيا للمتجه 8 هو : 
YY) a =—— |r- x) -xô‏ ,0( 


n-p 





ذلك ؛ (r- xû) )۲- x8) oY‏ هو في الواقع xe‏ مجموع مريعات أخطاء 
i=l‏ 
الغينة حيث نعرف عادة i= e, € =Y - 7 Bx, ale;‏ ومن الطبيعى NEA‏ جموع 
ادر | j‏ | 
مربعات أخطاء العينة Sely us 5e?‏ الذى بعت بدوره تقديرا Var(é)= oJ‏ 
i=l l‏ $ 


ويما أن توزيع المتجه العشوائى ع غير محدد فسوف يكون من الممكن» بصورة 
عامة» إثبات أمثلية مقدرات مربعات الدنيا على غرار ما رأيناه في النظرية (Y)‏ بالنسبة 
لقدرات الإمكانية العظمى. وسنرى الآن أن مقدرات المربعات الدنيا في (۲۲, 4) هى 
لمقدرات الأفضل فوق جميع المقدرات غير المنحازة الخطية. ونعني بالمقدر الخطي دالة 
خطبة E‏ مقادير العيتة a Yn eee 6 Yi‏ مقدرات من النوع +n‏ ...++ ره È>‏ 
caged‏ ...»ره أعداد ثابتة. 

نظرية (7): (غوص - ماركوف): ليكن النموذج الخطى العام م + Y= XB‏ 
المذكور في التعريف )١(‏ حيث Coe) = ٠” I,‏ فعندئذ يكون مقدر المربعات الدنيا 
× "(××)= م المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغر ضمن صف المقدرات الخطية 
غير المنحازة لمتجه المعالم B‏ 

Oley‏ ليكن المقدر AY‏ = *8» حيث 4 مصفوفة pxn‏ من الثوابت» فسنحدد 
A pols‏ بحيث يكون BY‏ مقدرا غير منحاز للمتجه B‏ وتباينه » من بين جميع المقدرات 
الخطية غير المنحازة» هو التباين الأصغر. ليكن 8 + (XXX‏ = 4 حيث (XX)! KX‏ 
معروف ولا بد من تحديد GSB pole‏ يحقق المقدر 47 ما نريد له أن يحققه » لدينا : 

E(B) = E(AY) = E[(S' X + إلا(8‎ =(S' كيز‎ + B)X B= B+ BXB 

ولتحقيق مواصفة عدم LY SLAY‏ أن يكون BXB=0‏ مهما يكن B‏ أي لا بد 
أن يكون 0 = BX‏ ولتحقيق مواصفة التباين الأصغري يجب اختيار عناصر 8 بحيث 


يكون كل (:7)6 « 1,2,....p‏ -: أصغر ما يكن وذلك تحت القيد 0 = oss BX‏ 


Cow) = Cow(AY) = A Cov(Y) A’ = o? AA' = فى‎ (S' X + B) (S' X + BY’ 
= *ى‎ (S' + BB') = o° (S'+G) 


حيث رمزنا للمصفوفة BB‏ وأبعادها مم بالرمز (gi)‏ = 6. وعناصر القطر الرئيس من 
مصفوفة التغاير Conf’)‏ هي » على الترتيب» تباينات المركبات ;8 » ص...,1,2 = :. 
ولجعل (:)767 أصغر ما يمكن لكل 8 » يجب أن يكون كل عنصر من pole‏ القطر 
الرئيس لمصفوفة ٠)5' + G)‏ أصغر ما يمكن. وبما أن Shy ٠”‏ ثوابت فينبغي إذن جعل 
عناصر القطر الرئيس :ع» ص...,1 -: للمصفوفة © أصغر ما يمكن. ولكن المصفوفة G=‏ 
BB’‏ مصفوفة موجبة محددة أي أن 0 < gi‏ ص...,1 i=‏ وستكون عناصر القطر الرئيس 
في المصفوفة Cop)‏ أصغر ما يمكن إذا أخذنا 0 = egy‏ ص...,1 -i=‏ ليكن (B)y = by‏ 
فعندئل : 


P 


i P P pP i‏ و 
=(BB J=} (B); (B); =E b; 4, => 5;‏ رع 
j=l j=l j=l‏ 


و0 = :۾ يعني أن مجموع مربعات pole‏ السطر i‏ من المصفوفة B‏ يساوي صفراء وهذا 
غير ممكن إلا إذا كان جميع عناصر السطر i‏ مساوية للصفر. وهذا يعني بدوره أن 
0 = :چ لكل : من 1 إلى م يؤدي إلى کون pole‏ كل سطر من سطور B‏ مساوية للصهر 
أي أن 0 B=‏ . وهذه النتيجة تنسجم مع شرط عدم الانحياز 0 = BX‏ وهكذا تكون 
المصفوفة المطلوبة A‏ هى» في الحقيقة» × 57 - 4 ويكون 7 - B‏ 6 وهو المطلوب. 

نظرية (4): تحت النموذج الخطي العام المعطى في النظرية (Y)‏ يكون أفضل 
تقدير خطي غير منحاز لأي تركيب خطي ف المعالم B‏ هو التركيب الخطي نفسه في 
أفضل تقديرات خطية غير منحازة للمعالم 6. أي أن أفضل تقدير خطي غير منحاز 
لتركيب خطي t B‏ (حيث t‏ متجه أعداد 400( هو t pats” X'Y‏ 


التقدير وانحتبار الفرضيات TA‏ 


برهان*: لنفترض أن 1 b‏ هو أفضل تقدير خطي غير منحاز للتركيب الخطى في 
المعالم  A’‏ حت A TE)‏ ات OP‏ و خت S"‏ = . فیجب LAF‏ متجه الثوابت © 
بحيث يكون 8 4 Yal A N=‏ ويكون WU Varth Y‏ أصغر من تباين أي دالة خطية 


أخرى فى المشاهدات gat t Yi‏ الشرط الأول وهو شرط عدم LEYI‏ وهكذا AÉ‏ : 


EW D=b' X B= (r X X+a X) 8 - لو‎ XXB+a XB 
- ل‎ S'S B+ a’ XB=H Bra XB 


وإذا أردنا للتقدير bY‏ أن يكون غير منحاز فلا بد أن يكون 0 X=‏ ©. وفيما 


God يتعلق بالتباين‎ re] 
Var(b' Y) = b' Var(Y) b = o° b' b= o° (r' X + a') (Xr + a) 
= فى‎ A S'Ato a'a 


Var(b' Y) hti‏ أصغر ما يمكن يجب جعل 0-547 أصغر ها يمك 
وسيكون الأمر كذلك. إذا وفقط إذاء كان 0 i= !,....« a=‏ أي 0 a=‏ وينسجم هذا 
مع شرط عدم الانحياز 0 = × a‏ وهكذا يكون S'X‏ = × ×= 'ط» ويكون أفضل 
تقدير خطى غير منحاز للمقدار  X‏ هو 6 '4 - ۲× 157 - ۲'. وهو المطلوب. 

,٤(‏ 0(" بعض النتائج الأساسية حول التقدير بتباين أصغري 

ليكن © :۶۴ صف التوزيعات الاحتمالية المعرفة على فضاء العينة للمشاهدات 
cy‏ مفهرس با معلمة © (يمكن أن تكون 0 متجها) التي تأخذ قيمها في فضاء معالم محدد 
2. لیکن Ug‏ صف جميع المقدرات (دوال في Cy‏ للدالة (A)‏ وليكن Uy‏ صف جميع 
الدوال التي تكون توقعاتها مساوية للصفر. وهكذا يكون المقدر 7 منتميا إلى Up‏ إذا 
وفقط إذاء كان (6)م = ۵ E(T|‏ لكل EQ‏ 

نظرية )0( الشرط اللازم والكافي كي يكون تباين المقدر يلا > + أصغريا عند 
القيمة 


agar Ste ۱۲ 


© =0 هو أن يكون 0 = (6 |نا CowT,‏ لكل U E Uy‏ بحيث إن ه > WULG)‏ شريطة 
أن يكون مه > (4 T|‏ 
برهان: لزوم الشرط. ليكن T‏ مقدرا غير منحاز ذا تباين أصغري للدالة g‏ 
ولناخذ مقدرا معينا من الصف U > Uy 6 Uy‏ وقيمة معيئة 6 من ©+ وليكرم +7 - *7 
AU‏ حيث ۸ عدد حقيقي كيفي. فعندئذ يشكل ' 7 مقدرا غير منحاز للدالة gO)‏ 
وبحيث إل : 
Y£) ViT+AU)2>V(T) , WA‏ .0( 


= 


أو : 
A V(U)+2ACov(T,U)>0 , VA‏ 
وجذور هذه الدالة من الدرجة الثانية في ۸ هى 0 A= -2 Cov(T, U)/ VU) A=‏ 
> وبالتالى ستفترض هده الدالة التربيعية في 2 قيما سالبة إذا لم يكن 0 = -Co(T, U)‏ 
كفاية الشرط. لنفترض أن 0 = (4 CoWT, Ul‏ لكل U E Up‏ وليكن T’‏ أي مقدر 
غير منحاز آخر للدالة ©)ع» بما أن Up‏ ع 7 -7 فلدينا : 
CoT, T-T') = E[T(T-T')| 4] = 0‏ 


(0, YO) 
: فيمكننا كتابة‎ EIT) = EIT’) وبا أن‎ ET) = EIT") أي أن‎ 
E(T’) - [E(T)] = E(TT ') - E(T) E(T') 
: أو‎ 
MT) = )0)1,1( 
: أو‎ 
(0, Y3) IVT) = pJV(T')< JV (T) 





حيث م معامل الارتباط بين 7 T'a‏ 


التقدير واختبار الفرضيات 1۳ 


نفترض ف البرهان أن التباين والتغاير حسوبان عند القيمة © للمعلمة 6. وإذا 
بقى الشرط صحيحا EQ CY‏ فعندئذ يكون 7 مقدرا غير منحاز ذا تباين أصغري 
تطبيق 3 النموذج الخطي العام” : لنعتير HYI‏ النمودج الخطى العام Cru‏ 


: أى أن‎ cu) © Uo وليكن‎ -Y ~ N) 8;1, ( 








XB) | 20‏ عل قر x‏ - عل جل | TV) Dep‏ ,0( 
w 2 E‏ 
وذلك من أجل جميع النقاط في فضاء المعالم. وبقسمة الطرفين على 
Pra exp = pxxp‏ 
ia = sae‏ 


(0, YA) Depi- 





1 = 


YY D px} dv=0 


وباشتقاق طرف YA)‏ ,0( بالنسبة إلى »2 المركبة ¡ من مركبات i= Baad)‏ 


eas ee 





: + p xr} dv=0 
"i ج‎ | 


(0, 4) Ju(Y) (x; نز‎ +--+ Xpi Yn) epi- 


| 
> 
20 





وبصرب الطرفين بالمقدار exp f- BX p!‏ مكئنا كتابة : 


(ata) ju(Y)O ep جب - أ‎ (=X B= X ذل‎ dv=0 

حيث Xni Yn‏ + ... + 2× + رس × = O;‏ هو العتصر i‏ من الجداء sl X Y‏ جداء 

المتجه Y‏ بعناصر السطر i‏ من “2 أو العمود i‏ من المصفوفة X‏ و ,١(‏ 0( تعني أن 
Elu] 0‏ ص...,1,2 i=‏ وبالتالى يكون : 

ae E[u(Y)Q\] = Elu(D. 4 X Y] =0 


حيث XY‏ لل = ,9م + ... + A'O = AQ) + MO‏ ووفقا للنظرية )0( يكون 


۲ مقدرا غير منحاز ذات تباین أصغرى لتوقعه ASB‏ ولكن أيا كان A‏ فان 4×۲ هو 


مقدر المربعات الدنيا للتركيب الخطي في المعالم ASE‏ وذلك وفقا للنظرية )4( 
وحيث وجدنا أن هذا المقدر هو المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري ضمن صف 
المقدرات الخطية غير المنحازة. وهكذا نجد أن افتراض التوزيع الطبيعي قد سمح لنا 
إرساء نتيجة أقوى وهي أن لمقدر المربعات الدنيا تباينا أصغريا ضمن صف أوسع هو 
صف جميع المقدرات غير المنحازة سواء كانت خطية أم لا. النتيجة التى أشرنا إليها في 
النظرية (Y)‏ مستفيدين من خاصتي الكفاية والتمام. 
(oO , 0)‏ التقدير بفترة 

لنعد إلى الحالة الأولى في الفقرة Y)‏ ,0( حيث افترضنا أن المتجه Y‏ في النموذج 
الخطي العام م Y= XB+‏ يتبع التوزيع الطبيعي In)‏ ”ت NAXE,‏ فقد وجدنا في النظرية CV)‏ 
أن Ê~ N,ڪ(8,5 o)‏ وأن CPF gtin- p)‏ ويسمح لنا هذا بوضع فترات 
ثقة للمعالم co?‏ 8 ولای تركيب خطي 8 في مركبات المتجه 8» حيث + 
متجه من الثوابت. 
١(‏ , ه, (Oo‏ التقدير بفترة للتباين 02 

يمكننا كتابة العبارة الاحتمالية التالية : 


ee‏ | م 
sy -1-a‏ 27 2 ۽ Pr‏ 
oO a‏ | 


حسث os‏ هو المئين 100g‏ 25 #ر. ويمكن ALS‏ هذه العبارة كما يلي : 
YY)‏ ,0( 


ae eee e a2 
Xa Xal 


2 


| = 7 = z" 3 3 ë 
12م" | القيمة الحقيقية‎ MPE أى أن احتمال أن تغطى الفترة العشوائية أ‎ 


| -2 als 
2 


o?‏ للتباين هو (© - 1). وعندما نأخذ عينة ونحسب طرفي هذه الفترة نحصل على فترة 
تسمى a)‏ - 1) فترة ثقة للمعلمة ?0 والتفسير العملي لبذه الفترة هو أننا لو كررنا أخذ 
thee Se‏ خلى a EOP EE Nerd gi‏ 
من المرات سنحصل على فترة تتضمن القيمة 67. 
Y)‏ , ه, 0( التقدير بفترة 3 للمعلمة 8( i=1,...p‏ 
Bignell pad‏ ۳= 2 ۴ا بالرمز © ایا لسجيلة یادا وبما أن 


V(B)=0? C‏ « فيكون cu‏ ثى = i=l, P WB)‏ من الواضح أن 





u, = Bop 
يتورع‎ 3 


وفق التوزيع الطبيعي المعيارى › وهو مستقل عن {nn n‏ 4- ووفقا لتعريف 





التوزيع ۲ يكون توزيع t= of‏ هو التوزيع ۲ بعدد م - # من درجات الحرية. ويمكننا 
وصع العبارة الاحتمالية التالية : 


B,- Bi. 
Pr| — tan < -1- 0 
ووم‎ te, 


Gis 


if 


(6, ¥¥) Pr |Ê, -han ê fc; <B, > Ê; +t: oc, |=1-a 
ص...,1=1.‎ cpi فترة ثقة للمعلمة‎ 100)1 - a) هى‎ Ê, Etan Ve, وتكون الفترة‎ 


(7. ©, 0( فترة ثقة لت ركيب À r' B ee‏ المعالم 
نعلم أن rf‏ يتورع وفق التوزيع الطبيعي متو سط يساوي rp‏ وتباين 
Udi, . (r= Cr‏ الميعاري لِ م هو êr C‏ ويكون توزيع 


aa paie ١, 





/ 


rp-r 


GJr'Cr 


- 1ح[ جر ترم ê‏ يري اج قر EYE Cr Sr’ psr‏ وري - فر Y£) Pr!‏ ,0( 


وتكون الفترة 6/۲٠٤٥٣‏ ,8+1 » 100)1-0(90 فترة ثقة للتركيب الخطى 1B‏ 
٤(‏ , ©, 0( فترة ثقة للمتوسط E(Y)‏ 
من عبارة النمودج ع + 8× b> Y=‏ أن المشاهدة رقم ci‏ من asl‏ ۲ أى Y;‏ 


í 4 Sx, p, +E أى أن‎ A من المصفوفة‎ I danl بعناصر‎ B > “|| تساوف جداء‎ 
i=l = ل‎ 


... = 4. وكما نذكر من الفقرة (۲ CE,‏ من الفصل الرابع فإن كل سطر من سطور 
المصفوفة × يقابله مجتمعا من قيم ۲» أي أن السطر ci‏ مثلاء يقابله مجتمع من قيم ۲ 
متوسطه Lad a‏ للنموذج هو B,‏ ر× - E)‏ . وهذه ليست إلا تركيبا خطيا في call‏ 


أن 1001-06 فترة ثقة للمتوسط (5)۲ هى : 
Yo) x, Paê ECS a imion‏ ,0( 
)0 ,0 0( فترة تنبؤ 
ليكن النمودج الخطي ع + 8× n EE Y=‏ مشاهدة الع E‏ واستخدمناها 





ليساب المقدرات / و 8 (X01, X025++«sX0p) dant jel‏ للمتغيرات المستفلة صمن 


الساحة التي عرفنا عليها النموذج فهذه القيمة تحدد مجتمعا من القيم لمتغير الاستجابة Y‏ 





التقدير واحتبار الفرضيات ¥ 


ان ا مجتمع ولنرمز لبا بالرموز i Foki wow é Yo t Foi‏ وليكد متو سط هده 
القيم ,¥ = Fo‏ > وبدلا من وضع فترة ثقة لمتوسط هذا المجتمع من قيم Y‏ وهو مد 


k jn 
OV وهو ما تناولناه في الفقرة السابقة» نريد‎ (Xor Xon- Xop) للمتجه‎ xo حيث يرمز‎ « B 
ونسمي الفترة هنا فترة تنبؤ لأنها معنيّة‎ Yo أن نضع فترة نسميها فترة تنبؤ للمتوسط‎ 
بينما كانت فترات الثقة التي ناقشناها أعلاه معنية بقيم‎ Fo بقيمة متغير عشوائي‎ 
fl ph سلتا أو تركب‎ 
هي القيمة التوفيقية لمتغير‎ xB المتغير م ,د- .7 2. فالقيمة‎ OY! لنأخذ‎ 
التي‎ ۲,٠...٠۲١ د وهي تعتمد على القيم‎ a ۲ الاستجابة‎ 


Ah ) o* 


V(Z)= V(Yo)+V(x, B)=——¥ +o x Cr o= to" x CX, 


f) 0 
ofie -A 


Ky‏ أن E(Yo)=E(Y,)=x,‏ فيكون 0 -E(Z) = xo B- x0 B=‏ وتوزيع 2 هو التوزيع 
الطبيعي |( Noo (2+3 Cx‏ والخطأ المعيارى 








ow us . 7 - 0 Yo -xof : 
0 م م‎ o م‎ žo Cx o 


درجات الحرية ويمكن وضع العبارة الاحتمالية التالية : 


Yo- x; Û 





a Il = 
o.!/—+x,.Cx 
p 0ے‎ Xo 


أو : 


مد 
وتكون فترة التنبؤ folac‏ ثقة a)%‏ -100)1 لقيم المتوسط Yo‏ هي : 


~ a 4 | 
XP ttnt gT% CX, 


(0, ¥1) 





nE E ee 5 5 
Pr nê ت‎ <o <Xo P + 6 © مله‎ 





وأحمانا يكون المطلوب هو التنبؤ بقيمة مشاهدة واحدة Y‏ مقابلة J‏ مء أى 1 -4. 
ويي هده الحالة تكون فترة التنبؤ بوضوح هي : 
Cx,‏ وعد + 1إء © يراع Xo Û‏ 

مغال (۳): ليكن النموذج الخطي & Xut‏ ي + B= 1,...,5 CY = fot 8 Xu‏ 
حبك 3 عن يبت معطى coh You GIL‏ 3 عهره بالستوات» 25 dale‏ الست 
المعاشة بآلاف الأقدام المربعة. كانت البيانات كما يلى : 





50 | 1 
40 5 1 
¥ =| 2 5 2 
47 10 2 
65 20 3 





(ب) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز لمتوسط ممن البيوت التي عمرها 15 
سنة ومساحتها المعاشة 2500 قدما مربعاء ثم أوجد 95% فترة ثقة لهذا المتوسط. 


(ج) أوجد 95% فترة تنبؤ لثمن بيت نختاره عشوائيا من البيوت التي عمرها 15 
سنة ومساحتها المعاشة 2500 قدما Las yo‏ 


التقدير واحتبار الفرضيات Ek‏ 


)5 41 9 254 
X'X=|41 551 96) , X Y=) 2280 
19 96 19 483 | 






` 2.307551 0.1565378 -1.88398 | 





(X' XY" =| 0.1565378 0.02578269 -0.20442 | 


~1,88398 -0.20442 1.977901 





33.06] |B 
p=(X' XY" X'Y=| -0.189 |=| 6 
10.718 | | B, 


Y= Û, + Û x +B, A,+e 
= 33.06 - 0.189 X, + 10.718 X) +e 


E(Y)=r' "دم‎ B=[1 15 2.5[/ (ب)‎ 

By +15 Ê, + 2.5 By = 33.06 - 0.189 (15) + 10.718 (2.5) = 57.02‏ 
أي أن متوسط of‏ المبيع المقدر JA‏ هده البيوت هو 57020 دولارا. 
ولحساب فترة الثقة نحتاج إلى ”6 أي : 


Bx’ Y |=48.837937,6=6.99‏ امك و 





وفترة aail‏ المطلوية i‏ حيث 4.303 = 10252 ھی : 
5 4.303 ± 57.02 


T 
57.02 + 19.376 


أي أنه يمكننا [elas dall‏ 4% 95% إن متو سط عن مبيع بيت عمره 15 سنه ومساحته 
0 قدما مربعا يقع بين 37644 دولارا و76396 دولارا. وطبعا فترة الثقة متسعة جدا وهذا يعود 
إلى أن العينة المأخوذة في المثال صغيرة جدا 5 n=‏ مشاهدات. فالغاية هنا توضيح تقنية الحسابات. 


ج) بتطبيق CO, YT)‏ حيث 1 =« جد الفترة : 
v1 + 0.415 =57.02+35.78‏ (6.99) 4.303 + 57.02 
أي أنه يمكننا القول بمعامل ثقة 95% إن ثمن مبيع بيت اخترناه عشوائيا من 
البيوت التي عمرها 15 سنة ومساحتها 2500 قدما مربعا يقع بين 21240 دولارا و92800 


دولارا. وكما هو متوقع فإن الفترة هنا أعرض من الفترة التي وجدناها في (ب). 
(Oo, 5١‏ اختبار الفرضيات 

سنطبق اختبار نسبة الامكانية المعمم لاختبار الفرضية الخطية العامة Ho:HB = h‏ 
+h blac‏ 117:11 حيث H‏ مصفوفة م × ۾ رتبتها hy cla Sp) cg‏ متجه من الثوابت. 
وسنستعرض قبل ذلك VE‏ خاصة rt‏ فيها الفرضية Ho‏ قيما معينة لجزء من المعالم 
ونترك ما بقي منها مغفلا. ثم نطبق هذه الحالة الخاصة عندما تكون القيم التي تحددها 
Ho‏ مساوية للصفر نظرا لأهميتها في التحليل الإحصائي. 
١١‏ , 5, ©) حالة خاصة 

ليكن النموذج الخطي ع + 8× Y=‏ كما عرفناه في النظرية »)١(‏ حيث يتوزع 
المتجه ۲ وفق التوزيع الطبيعي NXE ©“ In)‏ فعندئذ تتخذ دالة الإمكانية الشكل 
التالى : 


التقدير واختبار الفرضيات ١١١‏ 


) سي | ظ‎ BYY-X p) 
A; L(B,0?;¥,X)=(Qno*)"” e 37 


ونريد اختبار الفرضية :8 = Hy :8, = BiB,‏ حيث :6 Myer e‏ = قيم ثابتة 
محددة مع ترك ILM‏ الباقية Bye. Bar‏ مغفلة. لنقل إننا جزأنا المتجه 4 إلى جزأين 





Y, (rarab) 1 =) 8 se'l)‏ وتصبح الفرضية 
o> Ho 7s =y‏ | س Fa mS‏ وبتجزثة المصفوفة Lad 9 X‏ لذلك كب النموذج 
في شكله المجزأ كما يلى : 


(0, YA) Y=xB +S AY} + Koyo + دج‎ acta tE 
7 


L2. 
ويتخذ النموذج‎ X الأولى من‎ r حيث × مصفوفة تتضمن الأعمدة ال‎ 
كما‎ i Ho المخفض « وهو النموذج في شكله الجزأ بعد أن نفرض عليه معطيات الفرضية‎ 
: يلي‎ 


1 =× y +X +E 


لنرمز للفرق ",× - 1 بالرمز T‏ فيصبح النموذج المخفض على الشكل : 


Y4) 1 A2 + £‏ ,0( 
حيث يتوزع المتجه T‏ وفق التوزيع الطبيعي NAX E? In)‏ ولدينا ON‏ فضاء 


: المعالم غير المقيد 2؟ حيث‎ 
n = { (fi n 02) |- > 6 <+o, j= l.p فى‎ >0} 
فوق‎ ٠ مقدرات الإمكانية العظمى للمتجه 6 وللتباين‎ Ob سابقا‎ LL وكما‎ 
: هذا الفضاء هي‎ 
سم‎ XT 
no” = (¥ - X py (Y - X B)= y [Z -X(XXY X']¥ = y AY 


۲۲ 2 ا 


حيث A = I XXX) XK‏ مصفوفة متناظرة ومتساوية القوى. وبتعويض هذه 
القيم في عبارة دالة الإمكانية العظمى YY)‏ ,0( نحصل على أعلى قيمة لبذه الدالة 
(أصغر قيمة )2( فوق الفضاء غير المقيد © وهي : 


(0, +) L(Q) = ne 7 
2 


2r)" [(- Xx Ê (- xX Ê] 
Le © أى قيدنا الفضاء‎ Ho على الفضاء © معطيات الفرضية‎ OV وإذا فرضنا‎ 


يتفق مع الشروط التي تضعها Ho‏ فسنحصل على فضاء المعالم المقيد وسنرمز له بالرمز 


(em ۷ 


= 


w= WET Beas 62 | -o < Pi < to, o > 0}‏ 
ونلاحظ أن المضاء Q‏ دو 1 + م من الأبعاد Ly‏ يقتصر الفضاء w‏ على pti-r‏ 
بعدا. ودالة الإمكانية المعرفة على الفضاء « هى : 


' CRON 
(0, £\) L(y o*:T Xyp y e 20° i adie 
/ 4?” 94 و‎ y i 


وبحساب مقدرات الإمكانية العظمى لمتجه المعالم مر وللتباين 62 نجد : 
£Y) f, =(X3X,) XT‏ ,0( 
nê?” =(r- x,9,)(0- X47, )=T'U, -XXXV X; ]L=T'4T‏ 
حيث :1 A - 1, -X (XXN‏ مصفوفة متناظرة ومتساوية القوى› 
وبتعويض هذه القيم في )0,81( نحصل على أعلى قيمة لدالة الإمكانية (أصغر قيمة J‏ 
(ee‏ فوق الفضاء المقيد « وهي : 


MA م‎ 


(0, £Y) س‎ eee 
(27)"” (r -xX (T-X 2 


التقدير واختبار الفرضيات \YY‏ 


(0, £2) A. t- x jlr- 5 J jesa” fia)" 
® | pe] ١ | To 

حيث رمزنا ped‏ قيمة eE)‏ فوق © وهي nÊ)‏ دع x, Ê)‏ -( بالرمز Qo‏ 
ورمزنا لأصغر قيمة EEJ‏ فوق « وهي r-x7,)-x,7,‏ بالرمز ,0 + م0 للتذ كير 
بأنها أكبر أو تساوي Oo‏ كما ينبغى لبا أن تكون» طالما أن أصغر قيمة J‏ ”4 (أو أكبر 
قيمة لدالة الإمكانية) فوق الفضاء الجزئي « يجب أن لا تتجاوز أصغر قيمة ee)‏ (أو 
أكبر قيمة لدالة الإمكانية) فوق الفضاء الكلى ©. 


: وبكتابة × بالشكل المجزأ نستنتج بسهولة أن‎ ×4 = AX=0 من )0,9( أن‎ Si 
(0, £0) X A=AX=0 , X A=AX,=0 





يمكننا OV!‏ التعبير عن Op‏ بدلالة المتجه 7 بدلا من المتجه ۲ فذكتب : 
AY=(Y-X,y') 4F - X7 )= AT‏ '¥=,0 )£1 ,0( 
وذلك بالاستفادة من )£0 ,0). 
وباستخدام النتيجة )١(‏ من الفصل الثالث والعلاقة (50, 0)نجد أن توزيع 
الصيغة التربيعية 7ج 4-7 هو التوزيع Pnp)‏ ومعلمة لا مركزية 





sy د‎ etl. ee, -l peir 
np أن رتبة 4 هي‎ (0,A) وکنا رأينا في‎ . 2 = <_7 


ويمكن بسهولة OLS‏ أن 4 = A = AA:‏ د4 Oly‏ ۸4-4 مصفوفة متساوية القوى 
(تركنا ذلك كتمرين للطالب). لنكتب الآن المطابقة : 


1" 1 - 1 ' 4 1 + 1 ' (دك -,ل) ' 13 +7 (4 - يهل)‎ L 
=A + Q + Q 


وبالعودة حددا P).‏ النتيجة )١(‏ من الفصل الثالث نجد أن توزيع ى هو هو التوزيع 


(0, £Y) 


: هو )45 4 - دك‎ ٣ كاى مربع اللامركزي بعدد من درجات ا حرية‎ 00 Az) 


TET HA2 - A) = tr( Ap - A) = r(A) - (4) = (A2) = A) 
| = r,t — rUs] =p—(p-r)=r 


١7 5‏ د عي 


ومعلمة اللامركزية 2 هى : 





Ay سد‎ E(T')(A, - AJET) 
20 


1 tar ,م‎ 5 ur FF 1 - F 7 
“F (r -7 IX, Xi -Xi XXX) 21-7 ( 
LO 3 


È 


أو : 


(Oo, 24) A, = 





1 5 wat | k 
î AL 


حيث ,×× -XiX (XX)‏ ,8-111 مصفوفة موجبة محددة. وهذا يعنى أن 


0 = ية إذا وفقط إذا كانت Hy‏ صحيحة أي إذا وفقط إذا كان = ,. 








. ofl, O _ ا‎ si , Ge. -Q "=p ی الان ا‎ 
ye pls i سس‎ i 7 z er 0 > لنعرف لان لتغير‎ 
: في )0,22( نجد‎ 
(0, 0%) =| à 1 
n=p 


: و,0 مستقلان ؛ لأن‎ Oo أن‎ Ky 
A(A, -A)=AA,-AA=A-A=0 


فيكون توزيع » هو توزيع إف اللامركزي -F C, ٣-۳: Aa)‏ ويصبح توزيع النسبة U‏ توزيع 
إف المركزى Fir, n-p)‏ إذا وفقط إذا كانت Hy‏ صحيحة. 

الصغيرة للنسبة 2. أي ۾ > 4 > 0 حيث يتحدد الثابت a‏ بحجم الخطأ من النوع الأول ». 
ولكن عندما تتغير النسبة 2 بين الصفر والواحد تتغير النسبة » بين الصفر واللانهاية› 
والقيم الصغيرة ل 2 أي © > ۸ > 0 تقابلها قيم كبيرة للمتغير Fa > > chu‏ حيث Fa‏ 
هو المئين 100(1-a)‏ لتوزيع ۴ المركزي بعدد r‏ من درجات الحرية في البسط npg‏ من 


n=p 0 A Ci A 2 a KJ هو‎ © = - - 6 -f F T "> 
r O ` j ١ 


التقدير وامحتبار الفرضيات \Yo‏ 


وإذا وقعت u‏ ضمن منطقة الرفض» أى إذا كان u < Far; n-p)‏ نرفض Ho‏ وفيما عدا 
ذلك لا نرفضها. 

ولحساب قوة هذا الاختبار نحسب احتمال رفض Hy‏ علما أن Hi‏ هى الفرضية 
الصحيحة» ولكن تحت الفرضية H‏ يكون توزيع المتغير » هو توزيع إف اللامركزي 
F'(r, n-p; A)‏ وبالتالى OSS‏ القوة هي : 

(0, 0') f sar =1 feuar 
Fa ; 

حيث gu’)‏ هي دالة كثافة المتغير Do clu’‏ إف اللامركزي cF '(r, n-p; Aa)‏ 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية : 

نظرية (5): ليكن النموذج الخطى العام م + 8× Y=‏ المعرف في النظرية .١‏ 
ولنجزئ المتجه 8 كما يلي : 

( | = "قم حيث يتضمن المتجه y‏ المعالم ال ١‏ الأولى Be By‏ ولنجزئ 


€ + ورولا, + زرا - 1 


لاختبار الفرضية Hoi =١‏ ضد البديل ,47 Hy iy,‏ وفقا لاختبار نسبة 
الإمكانية المعمم نقوم بما يلي : 

١‏ - نحسب القيمة العظمى لدالة الإمكانية (القيمة الصغرى ل ع Ce‏ بالنسبة 
للمعالم في النموذج التام ع + مزلا + × Y=‏ ولنرمز oh)‏ القيمة بالرمز Oo‏ 

Cus -Y‏ القيمة العظمى لدالة الإمكانية (القيمة الصغرى J‏ ع Ce‏ بالنسبة 
للمعالم في النموذج المخفض ع + e YIX Xy,‏ ولنرمز لهذه القيمة بالرمز Oot‏ 
O‏ 





١)‏ ري 
4 يكن © + ,9 + O‏ = © حيث [ :1× - 2 [ نزرد - ل - © عندئذ يتوزع 
المتغير a‏ در وفق توزيع إف اللامركزي F '(r, mp; A)‏ بمعلمة 
a‏ ا 59 1 | 
PERTE shit .‏ 


حيث Be <A AT XX,‏ وی توريع u‏ هوق بوريع إف 
المركزى Flr, n-p)‏ إذا وفقط إذا كانت Ho‏ صحيحة أى إذا وفقط إذا كان ارج Y‏ 





Fg حيث‎ u> Fr, mp) إذا كان‎ Hy ace yall ad Sy w= oe ات السب‎ 
r 9 


هو المئين a)‏ -100)1 لتوزيع إف المركزي بعدد npa r‏ من درجات الحرية. 
Y)‏ , 5, 0( جدول تحليل التباين (التحاين) للحالة 0 = وز Ho:‏ 

في هذه IU‏ الأخص نحسب Oo‏ القيمة الصغرى لمجموع مريعات الأخطاء ge‏ 
فوق فضاء المعالم غير المقيد» أي باستخدام النموذج ع + ط× + Y= Xin‏ فنجد : 


YAY=Y(,-XXXY'X)Y=YY-Y X f‏ - و0 يي 
SST — R( P) = SST — SSR‏ = 


حيث يرمز SST‏ مجموع المربعات الكلي (غير المصحح) ويرمز SSR‏ أو ۸)8 للتخفيض 
oY) Q, =¥'(A, - AY =Y'X(XXY"' X'Y-Y'X, (XX) X,Y‏ .0( 
Ê'X'Y - 7X5 Y¥=R(B)-RY,)= R172)‏ = 
حيث y,‏ هو حلول المعادلات الناظمية حت النمودج المخفض › © + وروا R(%)9 «Y=‏ 
هو التخفيض العائد إلى النموذج المخفض أو التخفيض العائد إلى مر متجاهلين on‏ 
Rn |»)‏ هو التخميض العائد إلى معدلة من أجل Lo‏ 


التقدير واختبار الفر ضيات ١ YY‏ 


ونلخص هذه المعلومات في جدول تحليل التباين (التحاين) التالى : 
جدول التحاين لاختبار الفرضية 0 = 7 Ho:‏ 
مصدر التغير i ae Ert‏ النسبة F‏ 
المربعات الحرية المربعات 


امجموع الكلي 1 >= YY‏ 5 


يعود إلى / مم م 

يعود إلى مز bi eaten‏ 

p-r Y At ane 

متجاهلين لز 

يعود إلى yi‏ معدله O à‏ وات 
— و - PS gy, — r ËXY-F' XI‏ 
هن O ni 3 ms Jol‏ ° 

Qv (n-p) n-p Yy- B'X'Y=0, الخطأ‎ 


مغال (5):المسافة التي تقطعها نقطة مادية '2 معطاة نظريا بالنموذج : 
D = f+ Bf Tı + BT:‏ 
حيث يقيس Ti‏ الزمن الذى تتحركه النقطة ويقيس Ta‏ درجة حرارة المحيظ الذي تتحر 
فيه النقطة. ويمكن قياس الزمن أو درجة الحرارة عمليا بدون خطأء ولكن بدلا من 
مشاهدة D‏ فإننا نشاهد م + D‏ = ۲ حيث + متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي 


بمتوسط يساوى الصفر وتباين .٠‏ أخذنا الجملة التالية من القياسات : 
Y | 60 13.0 13.0 29.2 33.1 320 462 117.5‏ 
20 8 6 5 4 2 2 1 | 7 
H | 10 © #42410 I l4 15 18 30‏ 
(ب) اختبر الفرضية 0 - ي/ = By‏ 
ال حل : 


sow C1) 


ihs gal \YA 


8 49 120 “290.0 | 
Y'Y =19286.9, X'X =| 49 555 1014|, X'Y=|3264.9 
120 1014 2110 5967.2 


: هي‎ (0, Y1) المعادللات الناظمية من‎ 
8 B, +49 B +120 8, = 290.0 
49 û, +555 B, +1014 B, = 9 

120 Ê, +10418, +2110 8, =5967.2 

وبحل هذه المعادلات نجد : 
] 22.79 [ 
B=| 8.79 |, D’ =22.79+8.79T, —2.69T,‏ 
2.69~ 
ولتقدير ٠”‏ واختبار الفرضية 0 = / = A‏ نقيم جدول تحليل التباين. odds‏ 
الغاية wnt‏ المقادير التالية : 


m, 


û' X' Y = (22.79) (290.0) + (8.79) (3264.9) - (2.69) (5967.2) 
= 19240.5 


Pi 
(وصّعنا‎ > r= فالنموذج المخفض هوم + م‎ Y, -As r| 


p) 
: في النموذج المفترض). والمعادلات الناظمية للنموذج المخفض هي‎ 6, = = 0 
,3ر8‎ = 0 
ToT 
7, = By =290.0/8=36.3 
: وبالتالي‎ 
y', X; Y= (290.0)? /8=10512.5 ۰ 
Q, =Ê' X'Y-7', X, !=343 


التقدير واحتبار الفرضيات ١‏ 


YY-Û X'Y= 19286.9 - 19240.5 = 4‏ اطا ويكون ووو کے اق 


8-3 
ويكون جدول تحليل التباين كالتالي : 


tee‏ درجات متوسط النسبة 
ee‏ المربعات الحرية المربعات F‏ | 
المجموع الكلي 19286.9 g‏ 
يعود إلى / 19240.5 3 
يعود إلى مر (متجاهلين 7( 10512.5 1 
يعود إلى لز معدلة من أجل Bb‏ 8728.0 2 4364.0 470.3 
الخطأ 46.4 5 2-9.28ج 


Ky‏ أن 13.247 = Fs‏ عند مستوى الأهمية 01. = » وأن 13.247 > 470.3 فإننا 
نرفض الفرضية 0 = fi = hy‏ ومن الواضح أن الفرضية مرفوضة حتى عند مستويات 
أهمية أقل بكثير. 
(۳ , 5, ۵ )اختبار الفرضية الخطية العامة 


الفرضية الخطية العامة هي فرضية من النوع Ho: HB=h‏ مقابل Ho: 118 eh‏ حيث 





, H أن السطور فى‎ sl g ورتستها‎ «(gq Sp) من الثوابت‎ qxp dd ganas H 
ومعكوس ”7/1 موجود. وحيث ۸ متجه من الثوابت‎ ٩ بالتالي هي‎ HH’ عن بعض ورتبة‎ 
صياغة أي فرضية حول المعالم 8 نما نتعرض له عادة في التطبيق العملي وفقا‎ OSs 
فهى أعم بكثير ثما تبدو لنا للوهلة الأولى وبوصح دلك‎ ‘HB = h للصيغة‎ 
: بالمثال التالى‎ 

مثال (8): ليكن النموذج الخطي العام : 

Y; = Pot Pixa + Poxa + Daxa + Paxig + & i= 1,....0 

والمطلوب وضع الفرضيات التالية وفق الصيغة B= h‏ 


ae col ۳۰ 


B= 6))‏ (ب) يق Bas Bi=‏ =6 (ج) 6 a=‏ = رق B= 0 O)‏ =...- 6 (ه) 
A=B = p= B= h‏ ( و ) ,48 - B-26‏ و6 P + 2fh=‏ 


h=0 «H=(0,1,-1, 0, 0( ) 1 الحل.‎ 


0,1, 0 
o 0,0,1,- 1 بيد‎ 


h=6 «H=(0, 1, -1, 0,0) (x) 


A=0.H= 


A=0« H= )0|7( )د(‎ 


1,0,0,0,- [ 
| ` 10,1,0,0,-1] | 
A=0.H= | Ca) 
0,0,1,0,-1 
| 0,0,0,1,-1 


(9). g [0-2-40] دع‎ 
= lel | 0 |™ 


نظرية (۷): لاختبار الفرضية الخطية العامة Ho: HB = h‏ مقابل :[ + Hi: HB‏ في 
النمودج الخطى العام ع + )1 =۲» المعرف ف النظرية »١‏ حيث H‏ مصفوفة من الثوابت 
(q < p)qxp‏ رتبتها ۾ و/ متجه من الثوابت. i‏ إحصاء yee VI‏ 


(0, o£) y _(HÊ-W'IHXXY' HT (HB-B) n-p 
YU, - 1 9 





وهذا الإحصاء يتوزع وفق توزيع إف اللامركزي F'(g.n-p; A)‏ حيث معلمة 
اللامركزية : 

(0, 00) A= (HB-B (H(XX)" HT" (HB-B) 

و0 =4 إذاء وفقط إذاء كانت Ho‏ صحيحة» ولاختبار Hy‏ حسب W‏ ونرفض Ho‏ 

إذا كان W < Fdq, n-p)‏ حيث Fg, n-p)‏ هو المئين (©-100)1 لتوزيع F‏ المركزي بعدد و 


وم من درجات الحرية وقوة هذا الاختبار هى : 


التقدير واحتبار الفرضيات YTA‏ 


r(A)= | f'(w;q,n= p;A)dw 


Fatgn-p) 
من درجات الحرية‎ ps q لتوزيع إف اللامركزي بعدد‎ GEN! lof حيث‎ 
A معلمة لا مركزية‎ 4 


برهان”. سنستخدم اختبار نسبة الإمكانية المعمم فنحسب : 
max ee‏ 
tn ee ORS‏ 
max L(B, oy)‏ 
(B, °) <Q dii‏ 
=L(%)/ L(Q)‏ )07 ,0( 
حيث © فضاء المعالم غير المقيد wy‏ فضاء المعالم المقيّد كما عرفناهما في بداية 
الفقرة. وقد رأينا في Co, £e)‏ أن : 
(o, oV) L(Q)=(Qa)"” (62, ye enn?‏ 





ولحساب LÒ)‏ سنستخدم طريقة مضاريب لاغرانج فن 








log L== log (27)-Žlog 0° - لا) جكب‎ -X BYX -X p)-2 (H B=) 
: > 6 p p 

(0, 0A) 21082 Cos- رن‎ B-2X'Y)-H'A =0 

26 Ja MAE 
w و02 فوق الفضاء المقيّد‎ BI يرمزان لمقدرى الإمكانية العظمى‎ G9 B حيث‎ 
(0, 04) OED ع لطبل وي‎ XA - EDV 
06 20 2)27 = 5 
(Oo, 1") EX 0e H B-h=0 


لنرمز للمقدار 2 بالرمز A‏ فنجد من OA)‏ ,0( أن : 
B=(XX)"(X'Y-H'A’)=B-(XX)' H'A‏ )\1 ,0( 
حيث ۸ oy‏ حيثما وردتا هما مقدرا الإمكانية العظمى للمعالم B‏ و٠‏ فوق 
الفضاء غير المقيد O‏ ومن V9)‏ ,0( و «AE )0 ,1١(‏ مستخدمين © كرمز للمعكوس 


: e 4 


YT 


H B =H B-HCH'A =h 
> gl 
2° =(HCH'Y' (H B-h) 


: AÊ (5.61) وبتعويض 4 في‎ 
B = B-CH'(HCH')' (HB -h) 


وبحل )0,09( من أجل ”چ ne‏ بعد تعويض B‏ من VW)‏ ,0( : 


(y- xXĝ)-XCH'(HCH'Y' (HÊ-h)|‏ = مج 
-xê‏ 
(y - x û)- XCH'(HCH')" (H Ê- h)|‏ 


kr- x Ay - X Ê) +(H B-hy (HCH')"(H Ê-h)| 


= 
r 
=ô? +1 (Hp-hy (HCH) (H Ê-H)=8? +—0 
: حيث‎ 
B=CX'Y و‎ © =(H B-h)'(HCH')'(H B-h) 
للمقدر 72 مأخوذ مباشرة من )049 ,0( هو:‎ ST وشكل‎ 
دج‎ =+- x py X Ê) 
: كما يلي‎ LÒ) ما يسمح بكتابة‎ 
L(w) =(22)"? (P e"? 
: نجد‎ (0, V1) و‎ (0, OV) ومن‎ 


| -/ 2 
62+00 
n = 





z =n 2 
TOEA جد‎ 


(1+ ral کے‎ 
ey (n— P)Oo 





هيلا 


(0, 1Y) 


(0, 1%) 


(0, 12) 


(0, 10) 


(0,11) 


(0, \V) 


التقدير واحتبار الفرضيات ۳۳ ١‏ 











حيث : 
ôa = XBL x Ê) =‏ )5,1%( 
a?‏ ?~ 
المقذر غير المنحان فوق ۵ spl‏ 2 6. ليك ل الف ف p =E.‏ 
q ê 6‏ 
فعندئل يكون : 
-ní 2‏ | > 
| ف o-i‏ اد 
ديا ود 


لنعتمد W‏ كإحصاء اختبار بدلا من vy)‏ فنلاحظ أن vy)‏ متناقص فى W‏ وتكون 
منطقة الرفض هي أن نرفض Ho‏ عندما يكون AP W‏ 
ونعلم نما سبق في بداية هذا الفصل ومن توزيعات الصيغ التربيعية في الفصل 


: النتائج التالمة‎ ESS 
(0,V*) B~N,(B;Co*) و‎ Y~N,(Xf;07,) 
(0, V\) (H B-h)~ N,(HB-h, HCH' o?) 


و0 صيغة تربيعية في (۸- 8 1) بمصفوفة qxq‏ متناظرة «(HCH'Y'‏ وبا أن الجداء 
gî HY ene =f‏ هو مصفوفة متساوية القوى وأن رتبة (HCHY'‏ هي ۾ 
فيكون توزيع ج هو توزيع كاي مربع غير 1G A) SSM‏ بعدد ۾ من درجات 
i 31‏ ومعلمة rite rer‏ 
(HCH'Y' (H B-M)‏ 6-10 17) س2 = 1 VY)‏ ,0( 
ky‏ أن (HH'Y!‏ موجود فيمكن كتابة : 
H B-h= HCX'Y -h = HCX'[Y - XH'(HH')"'h)‏ 


DLS وبالتالي‎ 
g- (HCH Y-h)' (HCH) (HCX Y- h) 


(0. VY) = [ Y- XH' (HH'Y' h]' XCH' (HCH'Y' HCX' [Y-XH (HH')" h] 


iré‏ تماذج خحطية 


وإذا رمزنا للمقدار nd?‏ بالرمز gag) SSE‏ مختصر لمجموع مربعات الخطأ) 

SSE = nê? =(n- p)6,=(¥- X BY - X B)=Y'( 1, - 011لا‎ 

(0. V£) = [¥ - XH" (HH')" h]' (I,- XCX’) [Y- XH' (HH'Y' h) 

لاحظ أن مصفوفة الصيغة التربيعية WES LSO‏ في VY)‏ 0( أى XCH'(HCH'Y'‏ 

HCX‏ « هي A gayaa‏ متساوية Wa y ‘(5 gall‏ عن دلك فان XH (HF‏ يتوزع وفق 

التوزيع الطبيعي بمصفوفة تغاير E= ٠”,‏ وكما نعلم من استقلال صيغتين تربيعتين 

تكون الصيغتان © SSE‏ كما كتبناهما فى VY)‏ 0)و VE)‏ 0( مستقلتين ؛ OY‏ جداء 
مصفوفتيهما يساوي الصمر. 


a- (n= Pia ~x’ (n-p) ان( ,)ےک ونعلم من النظرية أن‎ OV! لدينا‎ 
o* 








Heid w 22. Cs Ls هما مستقلتان.‎ 
—- a هو‎ Cy يكون‎ Shy و ن.‎ 


6/0 qê? 
.F'(q, n-p; A) SE pW 
ed pines (HB h) تربيعية في‎ tine )4 ۲0 ثراها في‎ LS A وتشكل عبارة‎ 
وهذه المصفوفة موجبة محددةء وهذا يعنى أن 0 = 4 إذاء وفقط إذا كان‎ (HCH'Y' 
يصبح توزيع‎ Ho صحيحة. وتحت الفرضية‎ Ho أي إذاء وفقط إذا كانت‎ HB- ط‎ = 0 
من درجات الحرية» ونكتب‎ np, i 





Barge p)‏ . ونرفضص Mo‏ من أجل قيم كبيرة لاحصاء الاختبار W‏ ولتحديد 


منطقة رفض حجمها a‏ نرفض Ho‏ إذا كان n-p)‏ ,وم" > W‏ حيث n-p)‏ ,۴)4 هو المئين 
100(1-a)‏ لتوزيع ۴ المركزي بعدد mp, q‏ من درجات الحرية. وقوة هذا الاختبار كما 


التقدير والحتبار الفرضيات 5 ١‏ 


نعلم هو تكامل توزيع إحصاء الاختبار تحت المرضية Hi‏ فوق منطقة الرفض التي 
abode‏ « وإذا رمزنا للقوة بالرمز (7)2 نكتب : 


m(A)= | f'(wq.n-p;å)dw 


Fa (g.n-p) 
من درجات الحرية‎ n-p هو دالة الكثافة لتو زيع إف اللامر كزي بعدد ي»‎ f" حيث‎ 
.2 ومعلمة لا مركزية‎ 
حالاات خاصة‎ (0,1, £) 
: خاصة نواجهها كثيرا في التطبيقات العملية » وهي‎ OYE توجد أربع‎ 
م = ۾» 0= 4» وبالتالي‎ H= ولدينا هنا ,ا‎ Mi: 6 0 مقابل‎ Ho: 8= 0 ¬ | 
ويكون إحصاء الاختبار.‎ (HCHY'=X'X يكون‎ 








(0, V0) y ÊXXP 5 BX'Y n-p _ SSR SSE 
poe p SSE محم / مر‎ 


. SSR =B'X'Y حيث‎ 

ويجدر التنويه هنا إلى أن ×= 2'[- 278 وقد تركنا ذلك كتمرين للطالب. 
والقيمة المقابلة للمقدر 6 فوق الفضاء المقيد تصبح بالعودة إلى (1۳, 0) : 

B =B-CXX 8 - 0 

كما ينبغي أن يكون باعتبار أن الفرضية Ho‏ تزعم أن 0 -6. 

Hy: B= 5 ۲‏ مقابل Hi: Bo‏ متجه من الثوابت المعروفة. لدينا هنا H=‏ 
4=P h‏ - :ا وكالا = «(HCH‏ وإحصاء الاختبار هو : 

(0, V1) yy B-Boy XX B-B,) 


A 2 
و0‎ 


وف هذه ULI‏ نحد : 


ey LS‏ أن یکوت 


Ho: 7 2-1- ۲‏ مقابل BH lo‏ ۸1:۲ حيث lo‏ متجه من الثوابت المعروفة. لدينا 
هنا H=‏ وا =۸» 1= و ويصبح إحصاء الاختبار: 


(o, VY) ia (I'B- XE CD'ER - i) _Up- Ly 
و‎ RECN 
= (B-1)? /Var (Ê) 


ونرفض Ho‏ إذا كان W 2F,(l,n- p)=tin(n- p)‏ وهذا يكافئ : 
a 701 <4 5 (n—-p)‏ /(,!- 8 ]) أو p)‏ -7) ور -> [اإبوة (o, VA) ŒB-‏ 
أي أننا نقبل Ho‏ إذا ؛ وفقط إذا وقعت القيمة My Avo pall‏ ضمن الفترة : 
l'B + tan (n= p)êa (1C1‏ 
وهي %)100(1-0 فترة ثقة للمقدار LB‏ ولدينا هنا : 
بن لطم -(1- B - 7-01) 1“ (UB‏ 


- لنجزئ المتجه 8 إلى 4 حيث Br‏ متجه egel‏ أي يتضمن المعالم ال ۾ 


Ba. 
: ۾. والفرضية هنا هي‎ <p »8 الأخيرة من متجه المعالم‎ 

Ho: B = b‏ مقابل Hi: By # by‏ حيث by‏ متجه من Col gl‏ المعروفة. 

لنجزى المصفوفة lay X‏ لتجزئة 8 فيكون X = (XlX)‏ حيث يتضمن Xp‏ 
الأعمدة ال و الأخيرة من X‏ وعندئذ يصبح النموذج 5 + د + Y= XB‏ وإذا رغبنا 
باختبار حول أي و من المعالم غير المعالم ال ي الأخيرة فإننا نبادل مواقع المعالم بحيث 
تصبح تلك التي يتناولها الاختبار في المواقع ال ۾ الأخيرة» ونبادل وفقا لذلك أعمدة 
المصفوفة ×. لدينا الآن : 


cS, £ 
H =(0\/,), 4=6,,HCH'= Io, le i 2 cn 
Ca Gell? 0 


التقدير واخحتبار الفرضيات 


ويكون إحصاء الاختبار: 
Cy (B, — 5»)‏ (82- 6( 5 


2 
{Oa 


ولدينا : 


4= (8, -bY Ca(B, - (جط‎ 
e ظ‎ 


ie ¥ 


(0, V4) 


(0,A*) 


ويمكن بسهولة OLS‏ أن Ch = XX, - XXXIX XX,‏ وقد 5 US‏ ذلك 


Jes‏ وجه الخصوص OF‏ للحالة 0 = رط أهميتها الخاصة باعتبار Lil‏ نواجههاء 


بصوره dole‏ › في تحليل التباين. EL‏ هده JLI‏ عي 


W = Ch ,م‎ ١ و6‎ 


A\) 
: ولدينا هنا‎ 


6 -b-c|2 lc; (Ê, - 0) 


) م١‎ (Cı . (B | | دوه‎ Cae, 
وت‎ P, Ê, 
(0, AY) = in) 


a Ase | | النماذج‎ (9 Y) 





سنناقش فيما يلى تأثير الفرضيات HB=0 HB=h‏ و0 = 6. على النموذج 
T8‏ 


(0, 


gòl ۳۸‏ خطية 


( أ ) عند تقد تقدير 8 خاضعة للقيد HB=h‏ نقول | إننا نتعامل مع 7598 ع =XB+‏ 
رک عله يست القيوف اشير الموج بدو أي قود على أله انوع افا وا 
المقابل ن* نشير إلى النمودج خاصّعا للقيود المفروضة عليه أنه النموذج الخقض. وعلى 


: سبيل المثال؛ ليكن‎ 
yi = fot 20 + Bxa + Px + €; 0 [= lps 


yi = A + Bixa + xa) + Bxa + & 3 i= l,- 
ای المريعات‎ SSE + أو و0‎ ane وستحاول‎ 
ya nial 8 العائد مد‎ Sel sane ‘i 


SSE‏ = الراسب (التام). 
وبصورة ممائلة : 
SSE + 2‏ = الراسب (المخفض) كما وجدناه في (15 ,0). 
وبالتالي يكون : 
AY) O = SSE + Q- SSE‏ .0( 
الراسب (المخفض) مطروحا dus‏ الراسب (ald!)‏ 
dal‏ 
O = Y'Y — SSE - [Y Y - (SSE + 0([ = SSR - [Y Y- (SSE + 0([‏ 
[Y Y- (SSE + ©([‏ - التخفيض Ag) = (all)‏ ,0( 


Ky‏ أن © + SSE‏ هو الراسب (المخفض) فيبدو أن Y- (SSE + O)‏ 7 هو التخفيض ف 
مجموع المربعات العائد إلى توفيق النموذج المخفض. وليس الأمر كذلك دوماء Uly‏ في 
حالات cde‏ إلا أنها حالات تجد لها ميدانا واسعا في ساحة التطبيق العلمي» وهي 
OYE‏ لبا فوائدها العلمية الجمة. وسنبين أولا أن Y- (SSE + O)‏ 7 ليس» بصورة 
عامة؛ مجموع المربعات» إذ يمكن أن يكون سالباء ذلك OY‏ 





التقدير واختبار الفرضيات ١‏ 

(0, Ao) Y'Y - SSE-Q =SSR -Q = f' X'Y-(H B-h)'(HCH')'(H B-h) 
والحد الثاني عبارة عن صيغة موجبة نصف محددة أي أنها لا يمكن أن تكون‎ 

سالبة وإذا كان عنصر أو أكثر من h pole‏ كبيرا بصورة كافية فإن A0)‏ ,0( يمكن أن 


1-807 PxatBPxate , i= loan 
: فعندئدذ يكون النموذج المخفض‎ «Ho: Bi = ولتكن 4 + ي/‎ 
Y; = Po + (P: + 4( xn + Axa + € 
۴ 
Y; — 4x, = fot & (xa + X2) + & 
x) حيث‎ )۲- 4x1)’ )۲- 421) ومجموع المربعات الكلي لمذا النمودج المخفض هو‎ 
Js لا‎ ۲ Y- (SSE + O) أي أن‎ Y Y وليس‎ X من المصفوفة‎ )١( هو العمود‎ 
: التخفيض في مجموع المربعات. ويمكن كتابة نموذج مخفض أخر مثل‎ 
Y; T 4x2 = اف‎ (x; Pai tE 
نفسه بالنسبة للأشكال المختلفة من النمادج المخقضة.‎ SSE + Q الراسب‎ 
التخفيص العائد لتوفيق‎ ١ Y- (SSE + QO) هي حالة يكون فيها‎ 11 = 0 (o) 
النموذج المخمض.‎ 
معكوسها؛‎ Es [P |S] ذات )45 465( وليكن‎ R= H لتكن المصفوفة‎ 
: فعندئذ يمكن كتابة ع + 1/2 =۲ على ال لشكا.‎ 


60, AN) Y = XR" 88+ دع‎ xs 2 





J 
(0. AY) Y—XP (HB) = XSL B+ £ 


وبما أن HB=0‏ فلدينا : 


١٠‏ ات ون 
Y=XSLBte‏ 
ويبقى مجموع المربعات الكلي ۲ ١‏ كما كان في النموذج التام» وبالتالي : 
التخفيض العائد للنموذج المخفض = AA) Y Y-[SSE + Q]‏ ,0( 
وبوضع 0 =۸ في AO)‏ 0) مجد: 
Y'Y - (SSE+ 0(- f' X'Y - B' H'(HCH')" H B‏ 
=F [XCX - XCH' (HCH) HCX'] ¥‏ 
والمصفوفة بين قوسين [ ] متساوية القوى وبالتالي فهي موجبة نصف محددة. 
Ly‏ من AA)‏ ,0( : 
التخفيض العائد للنموذج المخفض Y-SSE-‏ ا - 0 
ولكن SSE‏ - ۲۲ هو التخفيض العائد للنموذج ell‏ وبالتالي يكون 0 هو 
التخفيض العائد للنموذج al‏ مطروحا منه التخفيض العائد للنموذج المخفض. leg‏ 
أن الفرق بين النموذجين التام والمخفض يعود حصرا للفرضية Ho‏ فمن المنطقي أن 
نصف © بأنها التخفيض في مجموع المربعات العائد إلى الفرضية Ho‏ ويمكن تلخيص 
النتائج في جدول تحليل التباين (جدول تحاين) كما يلي : 











جدول onl‏ 
مصدر التغير درجات الخرية مجموع المربعات 
الانخدار (نموذج تام) SSR‏ 
الفرضية 0 
النموذج المخفض SSR-O‏ 
الراسس (الخطأ) SSE‏ 
المجموع SST n‏ 


(ج) الحالة 0 = aay.‏ في V4)‏ ,0) أن : 
F=f Cz A1403‏ 
وني الحالة الأكثر فائدة أي الحالة [,0|7] «H=‏ حيث م > و. وكحالة خاصة من 
جدول التحاين ss Mel‏ 


التقدير واختبار الفرضيات ١١‏ 


جدول محاين في حالة 0 = م 





مصدر التغير درجات الخرية مجموع المربعات 
النموذج تام 7 | SSR = Ê X'Y‏ 
الفرضية : (0 = B, (By‏ © , '[ - 0 
النموذج المخفض SSR-Q | (B)‏ 

SSE = SST - SSR | الراسب (الخطأ)‎ 
` SST n 0 المجموع‎ 


مغال (5): ليكن ,ع + به = ابر يت + يه - :20 = وبر بع + و20 + ي = ور 


حيث N3(0,07 h)‏ - ع . ونريد اختبار الفرضية يه = ره „Hy:‏ 


: لدينا هنا‎ 
1 Û E 
-|| & 
1 2 i E, 





أو : ع Y=XG+‏ حيث X‏ مصعوفة 3X2‏ زتها H, | -04 i2‏ وتنطبق 
a,‏ 


.۸=0 «q=1 دم‎ 2 cn=3 حيث‎ HB=h ضية الخطية العامة‎ al 
1 | x 
[6 0] م‎ iy +2y,4+y,)| [a 
xx-| |=- zO, +2, +Y) | 
ل‎ -}, +Y, Aa. 
SSE=Y'Y-P'XX B=¥? +¥? +Y -6 7-7 


Hp - بن‎ -é,,HCH'=—. 


30 
y LH BYHCH'Y' HB _ (û - “لية‎ 
qo. 11 دم‎ 
30 
FC, 1) وفق التوزيع‎ W يتوزع‎ Ho وتحت‎ « S? oe يي‎ 


n-p 


١45‏ نا 


مغال (۷): لتكن Us‏ ...6 ,1 مشاهدات مستقلة من التوزيع الطبيعي (62 ,)۸ 
ولتكن AA aat F]‏ مشاهدات alate‏ من -N( Lb, o°)‏ أوجد إحصاء الاختبار Avo yal‏ 


Ho: =p 





F= fot Enis; =1... c U; = لم‎ +E «l= 1,...,7 a 








U, 
| 
Faai 

“i 


حيث =n +m‏ ”. وهذا النمودج هو من النوع ع Y= XB+‏ حيث X‏ مصفوفة nx2‏ 


رتبتها 2 و «p =2 «Ho: HB=0.€~N;(0,07 L)‏ 1 ع ب. 





H B= إلم‎ — fl =U -V,H = 


SSE=Y'Y - P' XX =? U; +U; -nU -nV 
| j 


=5 (U, -UP +E, -Vy 
i j 

ف 

m و‎ 
y _ (HÊV(HCH)'HÊ __(U-V) | 
: کے‎ 
as 21003 
m My 


n-p mt+n,-2 ” 





A)‏ , ©) فترات ثقة متزامنة 

Scheffe طريقة شيفة‎ (0 ,8 , ١( 
(Scheffé (طريقة شيفه‎ Ho: HB = h فترات ثقة متزامنة تتصل باختبار الفرضية‎ 

بالعودة إلى إحصاء الاختبار W‏ في )08 ,0( المستخدم لاختبار الفرضية الخطية 
العامة Hi HB = h‏ مقابل #٨: HB + h‏ سنستخدم للسهولة الرمز 
8-11 0-11 و V= H(X'X)' H'‏ وعندئذ تتخذ الفرضية الشكل 9-0 Ho:‏ مقابل © Hi:‏ 
0 * « وتصبح عبارة إحصاء الاختبار كالتالي : 

(0, AA) y 44 


qo" 


حيث Yl, -XX XY XY‏ *6(م -#). وقد استعرضنا فترة الثقة فى الحالة 





ا لخاصة 1 = Gg‏ سياق مناقشتنا للحالات الخاصة في الفقرة (۳ , 1, 0). (انظر العلاقة 
VA)‏ ,0( وسنناقش OV‏ الحالة 1 > g‏ وتجدر الإشارة هنا إلى أن الاستقراءات 
الإحصائية القائمة على فترات الثقة تقدم للباحث من المعلومات أكثر ثما يقدمه 
الاستقراء القائم على اختبار فرضية. وبذلك يمكن القول إن فترات الثقة أكثر أهمية. 
وينبغي أن يكون الغرض الرئيس من اختبار فرضية هو الوصول إلى فترة ثقة وتأمّل ما 
تقدمه من معلومات. وهكذا فإن ما نريده حقا من اختبار الفرضية 0 = 9 Ho:‏ مقابل 
#0 © :۸1 هو الوصول إلى فترات ثقة حول 6» :... ؛,6 وهي عناصر Bandli‏ أو 
و من التراكيب الخطية في معالم النموذج 6 التي GRE‏ سطور المصفوفة H‏ وربما أيضا 
تراكيب خطية في العناصر 6. وهناك حالتان متميزتان : 

-١‏ فترات ثقة لكل تركيب بمفردهء وفيها نحدد (ه - 1) فترة ثقة لكل 4 بمعزل 
عن التراكيب co FV‏ وهو ما نجده في العلاقة VA)‏ ,0( كما أسلفناء أي لكل ؛/ -,6 
#6 لدينا : 


)0,4٠( i= 1,2,...,4 


حيث ,1 السطر i‏ من المصفوفة H‏ 
ومع أن معامل الثقة لكل فترة على حدة æ gh‏ - 1» إلا أننا لا نستطيع الزعم 
ob‏ معامل الثقة الإجمالى لعبارات الثقة جميعها في آن واحدء dey‏ ۾ عبارة AB‏ 





هو 
© - 1. فلو رمزنا لعبارة الثقة ¡ بالرمز Ei‏ وكان به - 1 = Pr[E]‏ ص...,1=1» Lod‏ هو 


Pr hE‏ مال أن اکر اسارات ھا سید بق Of‏ عمال لجا LS‏ عو 
i=l‏ 


معروف: 
AE |= - Py UE 21-2 Pr[E]-1-5 a,‏ =| )\ 4 ,0( 
i=l i=] i=l‏ 


i=l 


$ 
وف الحالة a= a‏ لكل : نجد 6< | AE,‏ .وکل يمكننا قوله هو إن 
5 


احتمال صحة العبارات جميعها في OF‏ معا ليس » - 1 Ely‏ يزيد على -qa‏ 1 أو يساويه. 
وف D>‏ 05.=@ و10 = و A‏ 0.5 = مو - 1. وتجنبا لهذا اللبس نستعرض الحالة الثانية. 

Y‏ فترات ثقة متزامنة. وهنا نأخذ في الاعتبار التراكيب © جميعها فى وقت 
واحدء ونحدد فترات الثقة لكل 4 بحيث يمثل » - 1 بالضبط احتمال أن تغطي كل فترة› 
وفي الوقت نفسه» المعلمة 0 التى تخصها. 

ويجب أن يحدد الباحث في كل مسألة تواجهه الطريقة التي يستخدمها. هل 
يعتمد على الفترات مأخوذة فرادى al‏ يأخذها جميعها متزامنة في الاعتبار. adels y‏ 
عامة ينبغي استخدام فترات الثقة المتزامنة عندما يكون الباحث في صدد اتخاذ إجراء أو 
تدبير أو فعل يعتمد على معرفته (احتمال عال) بالقيم التقريبية (فترات الثقة) للمعالم 
6 جميعها في آن معا. وربما كان في المثالين التاليين ما يوضح المقصود. 


(0, 4°) i= 1,2,....9 





ومع أن معامل الثقة لكل فترة على حدة هوه - 1» إلا أننا لا نستطيع الزعم 
ob‏ معامل aai‏ الإجمالى لعبارات الثقة جميعها في آن Tep‏ وعدتها ۾ عمارة 648 
هو 
2 - ا. فلو رمزنا لعبارة الثقة i‏ بالرمز (E;‏ وكان ره - 1 = [طاءق م....1 =1 li‏ هو 


Pr E‏ احتمال أن تكون العبارات جميعها صحيحه ف ol‏ معا ؟ لدينا كما هو 
i=]‏ 


: معر وف‎ 
4 es. q 2 q 
(0, ۹ \) l-é= ‘de -PAUE: 21-2 Pr| |= at 3 a, 
i=| i=] i=l i=l 


١ 
وکل ما يمكننا قول هو أن‎ Pr E, >1-qe نجد‎ i وف الحالة ۾ = به لكل‎ 


i=| 


احتمال صحة العبارات جميعها في OF‏ معا ليس » - 1 Ely‏ يزيد على -qa‏ 1 أو يساويه. 
وف D>‏ 05.=@ و10 = و نجد 0.5 = مو - 1. وتجنبا لهذا اللبس نستعرض الحالة AS‏ 

Y‏ فترات ثقة متزامنة. وهنا نأخذ في الاعتبار التراكيب © جميعها فى وقت 
واحدء ونحدد فترات الثقة لكل 6 بحيث يمثل » - 1 بالضبط احتمال أن تغطي كل فترة› 
وفي الوقت نفسه» المعلمة 0 التى نخصها. 

ويجب أن يحدد الباحث في كل مسألة تواجهه الطريقة التي يستخدمها. هل 
يعتمد على الفترات مأخوذة فرادى al‏ يأخذها جميعها متزامنة ٤‏ الاعشار. و كقاعدة 
عامة ينبغي استخدام فترات الثقة المتزامنة عندما يكون الباحث في صدد اتخاذ إجراء أو 
تدبير أو فعل يعتمد على معرفته (احتمال عال) بالقيم التقريبية (فترات الثقة) للمعالم 
6 جميعها في OF‏ معا. وربما كان في المثالين التاليين ما يوضح المقصود. 


التقدير و احتبار الفرضيات ه غ ١‏ 


مثال (A)‏ عند تقويم أداء صاروخ خلال فترة معينة» 30 ثانية مثلا > ؛ > 15 
45« نفترض النموذج الخطي & + ,61 + fy‏ =۲ حيث ۲ السرعة مقاسة بالقدم في الثانية. 
و؛ الزمن بالثواني. ونفترض أن كل 8 يتبع التوزيع الطبيعي )07 NO,‏ نجمع بيانات من 
إطلاقات اختبار ونحسب Go‏ التقديرات و Bc‏ » و62. ويجب اتخاذ قرار حول قطعة 
تجهيزات مركبة على الصاروخ » وتعتمد صحة القرار على معرفة سرعة الصاروخ عند 
كل من اللحظتين 15 = / و45 -,. ما يجعلنا في حاجة إلى فترة ثقة لكل من التركيبين By‏ 
7 + و ۶ 45 + » تغطيان في آن واحد» وباحتمال Jle‏ 0.95 = - 1» مثلاء القيم 
الصحيحة لبذين التركيبين. 

وعلى الوجه الآخر لنفترض أن النتائج ستنشر وأن باحثين آخرين يمكر 
يستخدموا النتائج المنشورة» فقد chs‏ باحث إلى معرفة السرعة في اللحظة 20 t=‏ 





فعندئذ سيحسب فترة ثقّة للتركيب 207 + cle LY i‏ باحث آخر إلى معرفة 
السرظة فق BO sock pl Whicker Shade rnd tall‏ + جز وی و 
يوجد أي عمل أو قرار بمفرده يعتمد على كون فترتي الثقة هاتين صحيحتان معا. وفي 
هذه الحالة من الطبيعي أن يستخدم كل من الباحثين الطريقة الأولى وهي فترة Aw‏ 


leo pac‏ للتركيب الذي يهمه. 
ET ATT yaad pf dls (4) Ss‏ ليق lll‏ على ا 
معینه فوق و نترة تمتد اثنى عشر شهرا. ولنفترض كتقريب أولى أن الطلب ۲ معطى 


بالنموذج & + Md)‏ = & + كي + 6,4 + 0 = ,۲» حيث ١‏ الوقت معطى بالشهر من السنة 
«(t= 1,2,...,12(‏ ويتوزع كل 6 وفق التوزيع الطبيعي NCO, o’)‏ ففي بداية العام ينبغي 
للمدير أن يحدد كمية المبيعات من السلعة لكل شهر ثم يطلب من المصنع تسليم الكمية 
اللازمة من هذه السلعة في بداية كل شهر. ولتحديد هذه الطلبيات يستخدم بيانات 


ie ١45 


المبيعات لسنوات خلت ويحسب فترات ثقة للتراكيب (1/» )642 ...:(412/. ويطمح 
إلى أن يكون على درجة عالية من الاطمئنان (95. a=‏ - 1» مثلا) OL‏ فترات الثقة هذه 
جميعها صحيحة» فهو والحالة هذه في حاجة إلى فترات ثقة متزامنة. 

وكما أشرنا آنفا فقد حددنا في الفقرة E)‏ ,1 0) فترة ثقة VA)‏ ,0) لتركيب 
خطى بمفرده ۲8 معاملها » - 1» وذلك بالاعتماد على اختبار حجمه a‏ لفرضية تتناول 
التركيب الخطي نفسه ۲8 وللفرضية 0 =8 Ho:‏ مقابل 0 9 Hi:‏ وهو اختبار يتناول كون 
4 من التراكيب الخطية في B SLM‏ مساوية للصفر بصورة متزامنة أي في OF‏ واحد» قد 
نتوقع أن يقودنا هذا الاختبار إلى فترات ثقة متزامنة للتراكيب 4 جميعها. وفي الحقيقة 
يقود اختبار نسبة الإمكانية المعمم (اختبار الفرضية الخطية العامة) إلى أكثر من ذلك إذ 
يقود إلى فترات ثقة متزامنة حول التراكيب ,0 وحول كل Uo‏ خطية في هذه التراكيب 
,8« أي أنه يقود إلى فترات AB‏ حول ۲9 وذلك أيا كان المنجه ! من الفضاء المتجهي ذي 
و بعداء وسنرمز لهذا الفضاء بالرمز ,. واحتمال أن تغطي هذه الفترات (عددها لا 
نهائي) وفي آن واحد القيم الصحيحة للمعالم الموافقة هو » - 1. وليس هذا غريبا عندما 
Sis‏ حقيقة أن الاختبار 0 - 9 Ho‏ مقابل 0 9 ga Hi:‏ بالضبط اختبار 0 = 00 Hy:‏ 
مقابل 0 O04‏ :,1٨_وذلك‏ لكل مصفوفة © غير شاذة أبعادها ۾ × Gl g‏ أن الاختبار 
يختبر» في الواقع» فرضية أن كل تركيب خطي في عناصر 9 يساوي الصفر مقابل أن 
تركيبا خطيا واحداء على الأقل» من بين هذه التراكيب يختلف عن الصفر. وهكذا 
نتوقع أن فترات الثقة المستمدة من هذا الاختبار ستشكل فترات ثقة لكل تركيب خطي 
في عناصر المتجه 9. 

نظرية (۸): إحصاء الاختبار # فى العلاقة (05 ,0) مساو للإحصاء W‏ حيث : 


التقدير واختبار الفرضيات Viv‏ 


(0, 4Y) د‎ 1 mee 


qô?’ 140 








(A(X XY' H5 |I 


(1 p-»] | 





برهان*. لتبسيط الرموز سنكتب W‏ بالصورة التالية : 


(0, aY) عير‎ "| UO |__1 max| ô? 
0 L#0|qg6°ŒV1)| ga? 140} XVI) 
ويمكن البرهان على أن‎ L وهي لا تتضمن‎ Vy © حيث عرفنا في بداية هذه الفقرة‎ 


القيمة العظمى للعبارة (IVI)‏ /(16) (حيث 7 و Ô‏ مثبتة) عندما يتغير 1 فوق الفضاء 
المتجهى E‏ (وهو الفضاء E‏ باستثناء المتجه الصفري دی q‏ مركبة) هي 0ل 8ع 











: وهكذا يمكن كتابة‎ 
(0, 4&) ye _ Û 1û _ (ABA X)'HT' طحق‎ _ yy 
qo qs" 1 


نظرية :)٩(‏ ليكن النموذج الخطي ‏ + 8× = ۲ حيث يتوزع 5 وفق التوزيع 
الطبيعي NO, PL)‏ لنأخذ مجموعة فترات الثقة كافة للتراكيب (HB)‏ فترة لكل متجه l‏ 
أبعاده 1 × ۾» حيث H‏ مصفوفة g‏ × ۾ من الثوابت رتبتها و» وهي : 

VE L[H(X' XY’ H'l <l (HB) 
(0,40) > !' )17 8+ Jq 1” مرو‎ 

ففترات الثقة هذه جميعا (وعددها لا نهائي) محققة في OT‏ واحد باحتمال a‏ - 1. 

برهان. نعلم من النظرية (V)‏ من هذا الفصل أن توزيع المتغير العشوائي W‏ 
المعطى في العلاقة )0£ ,0( هو توزيع ” المركزي تحت الفرضية ch < HB‏ أي إذا كان h‏ 
هو القيمة الحقيقية» ولكن غير المعروفة» لعناصر المتجه HB‏ وإذا عوضنا عن 4 بكتابة 
HB‏ بدلا عنها في عبارة # أمكننا أن نكتب في حالة اختبار حجمه a‏ ما يلي : 


A AV! gry tyy- py! rrr a _ | 
= | 








lê? 'TH(X' XJ" H111 


ÉA‏ \ مجعم 


بالرمز 17 مجد : 





| ظ‎ 5 2 
(0, 41) = ppl MAX ka-p) Tilen 
[+0 I'(H(X'X)'H'| go’ —* رعس ونم‎ 
sain = Pr _baG-p) ler. ا‎ | 
'(H(X' XY" HL (qê ) | ee ااه‎ © 





ذلك ؛ OF‏ کون أعلى قيمة للمقدار ضمن ( ) في VV)‏ ,0( لا تتجاوز ,م5 
يكافئ LE‏ العبارة ضمن [ ] في AV)‏ ,0( وإذا رمزنا للمقدار WG Fron yp‏ بالرمز S‏ 


: بالصورة التالية‎ (0, AV) ALS بالرمز برفيمكن‎ IHIB- B) وللمقدار‎ 
1-a= Pr [y* -S° ô’ l'[H(XXY'H']1<0, 1+0 لكل‎ | 


m والمتراجحة هذه تتحقق عندما تقع قيمة بربين الجذرين‎ 
ا‎ a= Pr| I'(HB)-S6 LIH X H'] < (HB) | 
(0, 4A) <I'(HB)+S6 (L[H(XX)' H']1 , 140 لكل‎ | 


وهو المطلوب. 
ملاحظة s :)١(‏ 






بن ALS‏ فترات الثقة في )5.98( بالصورة التالية : 
l' (H B)+S Var [I'CH ([‏ )44 ,0( 
Li‏ كان المتجه / في Ea‏ وفي حالة 1 = ۾ تصبح هذه العبارة فترة الثقة نفسها المعطاة 
لتركيب خطي واحد في المعالم VHB‏ 
ملاحظة (؟): لا تشكل ic get!‏ (اللانهائية) من فترات الثقة في )44 ,0( 
فترات ثقة للتراكيب 18 حيث 1 أي متجه في p) Ep‏ عدد المعالم في النموذج) إلا إذا 
كانت المصفوفة H‏ مربعة م × م ورتبتها م. وفي هذه الحالة لا ضرورة لذكر H‏ في المسألة 


E 5“ الفرضيات‎ jala التقدير‎ 


هنا H OY‏ موجودة» وكما ذكرنا Mei‏ فان اختبار 0 = ۸ - Ho: HB‏ مقابل 
Hi: HB-h 40‏ يكافئ تماما اختبار 0 =1 "1 - 1118 Ho:‏ أو Ho: B= H' h = k‏ مقابل 
A: Bek‏ وهو اختبار (وبالتالي فترات ثققة) لا تعتمد على H‏ واستخدام BH‏ 
)44 ,0)يجعلها ممثلة لفترات ثقة متزامنة حول جميع التراكيب الخطية الممكنة في سطور 
HB‏ وليس جميع التراكيب الخطية الممكنة في المعالم B‏ 

ملاحظة (7): أول من أعطى فترات الثقة المتزامنة فى AV)‏ ,0( كان شيفه ويشار 
إلى مثل هذه الطريقة بأنها طريقة شيفه لوضع فترات ثقة متزامنة. 

وفي أي مسألة تطبيقية يستحيل حساب عدد لا SIG‏ من فترات الثقة؛ ولكن 
الباحث يمكنه أن يضع وفقا لطريقة شيفه أي عدد يرغبه من التراكيب الخطية ما تقترحه 
طبيعة المسالة أو التساؤلات المطروحة واحتمال أن جميع العبارات في هذه امجموعة 
الجزئية فقط محققة في OF‏ واحد هو أكبر من » cl-‏ أي أن : 


(0, \*+) r LHÊ-S rn عوسي ءا‎ aps erkê] > 1 - @ 


لأى de gat‏ من المتجهات / في Eg‏ 

وعند وضع عبارات الثقة هذه يمكن للباحث أن ينظر إلى البيانات ويضع فترات 
ثقة حول أية دوال خطية في المعالم تقترحها هذه البيانات. 

مغال :)١ «١‏ بالعودة JELI ad‏ مع لنمترضص اتا هتم بعترات 4a‏ حول جميع 
التراكيب الخطية في ,/ وي فعندئذ يمكن اختيار المصفوفة H‏ كالتالى : 

Af (0 100 0 

É A | وبالتالي يكون‎ H |0 0 1 0 4 

و6 PHB = h Ath‏ وإذا كان / أي متجه في Ey‏ فعندئذ تتضمن فترات الثقة 
جميع التراكيب الخطية في Brg Bi‏ 


١6‏ س ال 


مثال :)١١(‏ بالعودة إلى المثال (0)» لنفترض أننا نهتم بفترات ثقة حول جميع 


H=‏ ويكون 


O O> O È 
© & O e= 





E حيث تتغير عناصر المتجه ! فوق‎ l'HD = رثا‎ + hA + hp + ls 


مئال :)١7(‏ لنفترض أن البيانات التالية مخضع لنموذج خطي بسيط + ١=‏ 
wey lk ¢ Bix; + E‏ يكوا j=‏ 






10 





80 10 


a ) 0 80 0 20 90 60 
s ost) 
pqi 4 4 4 E ET FEF g 
-|550 200 280 340 410 475 160 380 510 510 
: تصبح‎ X'X B=X'Y و‎ 
10 8315 By |- 1250 
3815 1620425 || 8 | | 550500. 


Y'Y =191500,=10, p = 2, Ê, =- 45.227, Ê, =0.446, 





n 1 
F= we 


5 Wi px’ ¥|+299.766. V(A,)=294.389 
n— 


V (B,)=.00182 


وبوضع فترة ثقة لكل من / «leo ac fis‏ بمعامل 4% 95. = - 1 نجد : 
9 م 2.306 2 45.227 -: Bo‏ 





أو : 
5.661- >6 > 84.793 - 


B, 0.446 + 2.3062 


١١ 


أو: 
4 5> 8 > 0.384 
ولوضع 5 فترات ii‏ متزامنة لجميع التراكيب الخطية الممكنة ل 
fi‏ نستخدم المعادلة (49 ,0( وباستخدام هذه المعادلة لوضع فترتي ثقة متزامنتين 
للمعلمتين fy‏ وم فقط نحصل وبمعامل ثقة أكبر من 0.95 على الفترتين : 
Bo :- 45.227 42.987 294.389‏ 





r 


: او‎ 
-96.477 > > 3 
B, :0.446+ 2.987 2 


È 


أو : 
0.573 8 > 0.319 

ويجدر التنويه » في الختام » إلى أننا إذا رفضنا الفرضية Ho: 88 = h‏ وحسينا © - | 
فترات ثقة متزامنة بطريقة شيفه للتراكيب الخطية في المعالم التي تشكل عناصر المنجه 
HB‏ وعدد هذه التراكيب g‏ فيمكن لجميع هذه الفترات أن تتضمن القيم المقابلة في h‏ 
وعلى سبيل المثال عند اختبار 0 = = Ho: A‏ في المثال (VY)‏ يمكن أن نرفض Hy‏ عند 
يتوق الأ 05. = «rats a‏ باستخدام )49 »)٥,‏ على 0.95 فترتى ثقة 
للمعلمتين 6 Big‏ يمكن لكل منهما أن تتضمن القيمة صفر. إلا أنه LY‏ أن يوجد 
تركيب خطي في Ais A‏ لا تتضمن فترة الثقة الخاصة به القيمة صفر. وفي المقابل إذا لم 
نرفض الفرضية Ho‏ عند المستوى » OP‏ جميع فترات الثقة بمعامل » - 1 المحسوبة بتطبيق 
)49 0( يجب أن تتضمن القيم المقابلة» أي أن فترات الثقة حول HB‏ 7 يجب أن 
تتضمن قيم h‏ المقابلة وذلك أيا كان المتجه 1 من الفضاء Ey‏ 


(۲, 8, 0( طريقة Bonferroni (39 pë y‏ 
بالعودة إلى )91 ,0( وبافتراض LT‏ نرغب في وضع k‏ فترة ثقة متزامنة بحيث 
يكون معامل الثقة لبا جميعا فى آن واحد أكبر من © - 1 فيمكن تحقيق ذلك باختيار 
معامل ثقة قدره 1-7 لكل فترة مستخدمين E)‏ ,0( لحساب كل منهاء وعندئذ نجد 

26, 4) فد‎ 
CHERY. PAE > 2خ‎ -1-» 


ما يجعل معامل الثقة الإجمالى أو المتزامن لفترات الثقة المرغوبة جميعها مساويا 
على الأقل © - 1. ويمكن استخدام هذه الطريقة في حالة k‏ صغيرء إذ عندما يكون k‏ 
كبيرا فقد تقود هذه الطريقة إلى فترات ثقة متزامنة هي من الاتساع بحيث تفقد أي قيمة 


عملية. وقد Lek‏ إلى زيادة a‏ فتأخذ Me a=.10‏ 


UE;‏ ما حتاج› عند استخدام هذه الطريقة › إلى قيم للتوزيع ۲ غير مد كورة في 
جداول التوزيع ؛ المعتادة. ويكون التقريب التالي عندئذ مفيدا : 


(0, \+¥) OT 1-2) 


4v 

حيث يرمز Za‏ للمئين a)‏ - 100)1 للتوزيع الطبيعي المعياري. ويمكن حساب Za‏ 
عند الحاجة بالاستيفاء مستخدمين القيم المتوفرة في جدول التوزيع الطبيعي المعياري. 
9 9 جد جداول تعطي lal 2k‏ من أجل a) dale en‏ 

وتجدر الإشارة أخيرا إلى أنه يمكن وضع فترات ثقة متزامنة بمعامل ثقة » - 1 تماما 
بالاعتماد على توزيع ستيودنت ؛ متعدد المتغيرات. 

)4 , ©) تمارين 

\ - في النموذج ع Y=XB+‏ حيث يتوزع > وفق )1 NO, O°‏ حيث p= «n=10‏ 

LW 3‏ المعادللات الناظمية التالية : 


oT ضيات‎ pall juris التقدير‎ 


48, + 28, - 28, - 4 

28, +28, + B,=7 

- 27 + 8, +68, > 9 

dall)‏ 8 ۽ ثم 

Bit Pry Bi- Pr B Be (By (ب) ضع 95% فترة ثقة منفردة لكل من‎ 

١‏ - في المسألة السابقة اختبر 0 = ,36 Ho: 26, + 8 - 0, B+‏ مقابل أحد التركيبين 
على الأقل لا يساوي الصفر Mi:‏ استخدم 0.05 =». ضع 95% فترات AB‏ متزامنة على 
التركيبين الخطيين الواردين في الفرضية Ho‏ مستخدما طريقة شيفه 

Bi + و‎ B-B «Bs (Py (By ثقة متزامنة ل‎ Bagh 9386 po ANY في للميألة‎ - Y 
مستخدما طريقة شيفه‎ / 

“کت pale‏ ات نین حرارة منخفضة يتصل E(Y)‏ متوسط 
E‏ حي و سس سر بزمن التخزين وفق 
النموذج الخطي م Bit‏ =۲. قمنا بتجربة قسنا فيها تقلص الحجم في فترات زمنية مختلفة 


وكانت البيانات المشاهدة كما يلي : t)‏ مقاسة بالأسابيع و7 perl‏ المكعت): 


l 2 3 4 5 6 7 8 
| 2.10 2.81 3.04 3.10 6.24 8.01 5.79 8.38 


والمطلوب تعدير B‏ 5 لحسب فترة 4a‏ منفردة لكل من O79 B‏ افترص أن 
المقادير :5 تتوزع بصورة مستقلة وفق التوزيع الطبيعي )0° NO,‏ 
ه - في المسألة (5) اختبر 0 =8 Ho:‏ مقابل 0 6 «Hi:‏ استخدم 05. =». 









.8/ 0- 0.2 أوجد قوة الاختبار عندما يكون‎ )0( BLL ف‎ - ١ 
برهن أن‎ i= been < 2 Y= في النموذج الخطي البسيط 6 +2 6 + وم‎ Y 


Y= بحيث يكون‎ X; يكون أصغر ما يمكن إذا اختيرت المقادير‎ Var( By) 


۸ - بين أن إحصاء الاختبار فى )08 ,0( لا يتغير إذا اختبرنا الفرضية 0118 Ho:‏ 
Qh‏ =_مقابل Hi: OHB + Oh‏ وذلك بدلا من الفرضية ‏ = 18 Ho:‏ مقابل Hy: 118 +h‏ 
حيث © أي مصفوفة مربعة q xq‏ غير شاذة. 

4 - إذا كانت × مصفوفة م × ۸ رتبتها p‏ وكانت H‏ مصفوفة p‏ × و رتبتها cq‏ بين 
H'A 84 Ol‏ لہا معكوس. هل المصفوفة H(X’ 10 H'‏ موجبة محددة؟ 

-١‏ افترض أن اختضاصيا في علم النفس يعتقد أن فترة الانتباه لطفل صغير 
عند تعرضه لعمل جديد يتضمن التعامل مع قطع للبناء تعتمد على حال ذكاء الطفل 
فقط. والنموذج المقترح هوم + PX‏ + 6 ۲ حيث تمثل ۲ فترة الانتباه بالدقائق Xy‏ 
حاصل الذكاء. 

(Í)‏ هل هذا النموذج خطي؟ اشرح. 

(ب) افترض البيانات التالية لتجربة. من هذا النوع : 


حاصل الد كاء X‏ فترة الانتباه ۲ بالدقائق 
70 0.5 
11 1.0 
85 2.0 
92 2.5 
98 2.6 
105 3.3 
112 2.1 
120 1.5 
130 1.0 
130 0.5 


اكتب متجه الاستجابة ۲ ومتجه المعالم ‏ والمصفوفة × لہذه البيانات. 

.٠=۲- XB متجه الرواسب أي‎ ٤ لیکن‎ -١ 

C1)‏ بين أن 0 = Ze‏ (ارشاد: اكتب Le, -]1.....1[]1 - XB]‏ وقارن مع السطر 
الأول في المعادلات الناظمية X'X B=X'Y‏ ). 


Var(e) « E(e) (ب) أوجد‎ 


التقدير واحتبار الفرضيات هه ١‏ 


- افترض أن الدخل السنوي لشخص في سن الثلاثين ۲ يتصل بعدد سنوات 
التعليم X‏ وفق ate‏ انخدار خطى سيط ولديك السانات التالية : 





عدد سنوات التعليم الدخل السنوي PTL‏ 
A‏ الدولارات Y‏ 
8 8 
12 15 
14 16 
16 20 
16 25 
20 40 





(X' XY و‎ X Y XX وأو جد‎ Xe YSN) 

(ب) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز لمعالم النموذج. 

-١‏ في النموذج الخطي ع Y= XB+‏ بين أن 

(Y-X B)(¥ - XB) - لآ‎ 8-3113 

9-18 المعادلة FE)‏ ,0( أوجد توزيع 1 حيث ا طول فترة ARN‏ 

06- في المسألة ١٤‏ أوجد توزيع L‏ ثم احسب Var(L) 3 E(L)‏ 

7- بالعودة إلى VV)‏ , ٥)من‏ المثال )١(‏ بين أن 8 *- By =Y‏ . 

۷- بالعودة إلى الفقرة CO ,١ ,١(‏ بين أن 4 = ره 4 = 4 4. Oly‏ 4 - ر4 
مصفوفة متساوية القوى. 

۸- بالعودة إلى الفقرة CO ," ,٤(‏ بين أن X'Y=X'Y‏ 

- بالعودة إلى العلاقة OAJ‏ بين أن (XIX) XIX,‏ ال اد Cy}‏ 


و 5س لدينا النمودج 
£ + ولك وم + A + pi Xna‏ ح Y;‏ 


حسث يتورع كل سو المتغيرات £ بصوره مستقلة وفق التوزيع الطبيعي .N(O, o°)‏ 


me ادع‎ jès 


Y|121 55 46 45 108 49 60 42 53 67 40 6l 
X, [0.870 0.202 0.203 0.198 0.730 0.150 0.205 0.670 0.205 0.271 0.203 0.264 
X, [1.69 1.17 1.17 1.21 1.63 159 1.14 1.92 1.22 1.71 116 1.37 


)1( اكتب المعادلات الناظمية. 

(ب) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز لمعالم النموذج واكتب النموذج 
Farii‏ 

(ج) أوجد أفضل تقدير خطي غير منحاز للتراكيب 8 i‏ و 8 15» حيث 
L4= [0,1,-1]‏ و[2 ,1 ,0] =15. 

(د ) اختبر 8.00 = & و0 = 28 - Ho: A‏ مقابل 8.00 ± A‏ أو0 + 2 - Hy: fh‏ عند 
Waal (5 gene‏ 0.05 = 

Brg Br » Bo منفردة لكل من‎ 4B احسب 95% فترة‎ (a) 

)5( احسب 95% فترات 48 متزامنة للمعالم fy «fi «fh‏ مستخدما طريقة 


شيفه » ثم طريقة بونفيروني. 


-"١‏ في النموذج الخطي البسيط بين أن: 


l > a 
= و و دكا‎ 
و لان‎ —X)° ا‎ p) Œ 3) 


fee 
n—2 
المعادلاات الناظمية‎ lium p=3 »۸ = 0 حيث‎ Y= ×8 + النمودج ع‎ 2 =), 


التالية )58=¥ :(X'‏ 
B, E 27, =]‏ + 38 
Ê, +26, + 6, -7‏ 
9= ;46+ يق + ,28 - 
) اوجد PY « B,‏ 4 67 
(ب) ضع 95% فترات ثقة منفردة لكل من CO”‏ 68 رء Bi - Bry iB‏ 
(ج) اكتب جدول التحاين لاختبار الفرضية 0 Ho: B=‏ مقابل #0 8 Hy:‏ 


C9) Kai) 





)4,1( مقدمة 


Jil yh‏ حساببة 





Cholesky per al‏ وتسمى أحيانا باسمه. وهي تفضي إلى العديد من التقنيات 
الحسابية الميسرة في ال حصاء سنقدم ما كان منها يتعلق بالتقدير النقطي أو التقدير بفترة 


أو اختبار فرضية بالإضافة إلى حساب مقلوب مصفوفة غير شادة. 


T‏ طريقة الجدر التربيعي 


تعتمد هذه الطريقة على نظرية تقو ول إنه إذا كانت S‏ مصفوفة متناظرة pxp‏ 


È 


موجبة محددة فتوجد مصفوفة مثلثة وحيدة 7 رتبتها م بحيث يكون : 
S$=T'T‏ 






وبحيث يكون 0 < tti‏ وام 
8 عام لکت )\ Ct,‏ بصورة ilar‏ لحد : 
fi] 0 0 0 nEn 0‏ 


P fo, 99 0 0 = Û 


=| f3 ووم وم‎ 0 -+ 0 |x 


Su S2 Sy 


Šp fn fox l‏ ام 
pl *p2 ‘p3 *p4 PP |‏ 


\oy 


وه = Sg‏ زوه 


00 


hy 42 43 — iip 
0 t2 423 °" 2p 
0 0 0 = tp 
g O ¥ ty 
المصفوفة‎ pole ومن قاعدة ضرب مصفوفتين نجد بسهولة العلاقات التالية التي تعطي‎ 
: بدلالة عناصر المصفوفة 5 وذلك وفقا للخطوات التالية‎ T 

خطوة :)١(‏ برك = بواج = uP S‏ 
فللحصول على العنصر ٠:‏ ليس علينا إلا أن نحسب الجذر التربيعي الموجب 

خطوة (۲): نحسب بقية عنصر السطر الأول من 7 كما يلي : 


F 3 ppm P | be 
Sij =r )ı« (Ty = 2 (7) ( يو(‎ = 2 hr ly Suhj 


AT pad 





i ع ثرو‎ 2 iP 


5- 5 ,03 
وهذا يعني أنه لاستكمال عناصر السطر الأول من 7 نقسم عناصر السطر الأول من S‏ 
على ؛ التي حصلنا عليها في الخطوة السابقة. 
خطوة (۳): لحساب عناصر السطر i‏ من eT‏ ص...,2 = ci‏ نبدأ بالعنصر الأول 
المغاير للصفر وهو .ا فنجد : 
S, =E (Ta (u =D ThE h +... +‏ 


i-l 
= 24 2 
j=l 


(T £) 





طرائق حسابية 8 ١‏ 


أي لحساب ta‏ نطرح من العنصر المقابل Su‏ مجموع مربعات العناصر التي تعلو العنصر ty‏ 
في العمود: من 7 ثم نأخذ الجذر التربيعي لناتج الطرح وسنشير إلى العناصر بء 
f= - ..-1‏ وهي العناصر التي تعلو العنصر ty‏ في العمود ا من 7 على أنها pros‏ 
محورية؛ ويحسن إحاطتها بدوائر تمييزا لها باعتبار أن الحسابات اللاحقة في هذه الخطوة 
ولحساب بقية عناصر السطر : من OT‏ نكتب : 


$, = DC), (7, =r, (T) j >i 


k 

7 

i i=l 

Sy = رز(‎ tu ty = Le tu ly + tu ty 

k=] k=l 

و ملك : 
1 ]= . 
A‏ > )0 ,1( 
tJ‏ ل ا 
lii‏ 


أي لحساب | لعنصر cty‏ 1,...5+: -رء من السطر : من T‏ نطرح من العنصر المقابل Sy‏ 

مجموع جداءات العناصر الحورية بالعناصر المقابلة لها ٤‏ العمود :رمن T‏ = نقسم نا ف 
الطرح على bij‏ 

مثال :)١(‏ لتكن المصفوفة المتناظرة : 

16 8 12 -4 

8 5 t11 -4 

12 11 70 -31 

-4 -4 -31 63 


أوجد | , لصفوفة 7 حك کٹ يكون JS=T' T‏ 


S= 


ا Soe‏ ج 
الحل : لتطبيق طريقة At!‏ التربيعي لنضع S polis‏ ضمن قوسين [ ] ونرسم 


تحتها bs‏ وبتطبيق التقنية التى وصفناها في الخطوات الثلاث آنفا نحصل على pols‏ 
المصفوفة المثلثة 7 المطلوبة تحت الخط المرسوم وفقا للهيئة المبينة فيما يلى : 








)1,1( حساب ST‏ بطريقة الجذر التربيعي 

نلاحظ أن تطبيق تقنية الجذر التربيعى التي وصفناها في الخطوات الثلاث من 
الفقرة السابقة تنقلنا من المصفوفة 5 إلى المصفوفة المثلثة 7 أي أنها ENS‏ ضرب 
المصغوفة S‏ من اليسار بالمصفوفة T‏ ذلك ؛ OV aad. TS=T" )7'7( =1 OY‏ 
بتوسيع البيئة التي اعتمدناها في المثال ١‏ بحيث نضع فوق الخط الفاصل S pole‏ وإلى 
جانبها عناصر المصفوفة الواحدية ct,‏ أي لننطلق من الہيئة لر[ ]18 ثم نطبق عليها طريقة 
الجذر التربيعي لنحصل نحت الخط الفاصل على المصفوفة المثلثة 7 تحت 5 مباشرة» كما 
سبق t‏ ونحصل أيضا على Te‏ معكوس منقول T‏ تحت ر مباشرة. ذلك ؛ OY‏ 
T Sllr‏ ونوضح ذلك بالمخطط التالي : 





(1,1) 
r 


لنتذكر الآن أنه إذا كانت 4 أي مصفوفة و×م» فوفقا لقاعدة ضرب المصفوفات 
نحصل على العنصر زز من المصفوفة 4/4» وهى مصفوفة مربعة م»ام» بحساب الجداء 


VH سا‎ i a 


الداخلى لمتجه السطر ¡ من ' 4 بمتجه العمود زمن 4» ولكن السطر من ' 4 هو العمود 
:من A‏ وهكذا نصل إلى القاعدة التالية : 

يمكن استخدام متجهات الأعمدة في مصفوفة 4 تحوى م من الأعمدة للحصول 
على المصفوفة المربعة B= 4' A‏ وأبعادها pxp‏ ولحساب العنصر by‏ من 8 نأخذ الجداء 
الداخلي لمتجه العمود : من 4 بالعمود زمن4 ءص...,1=1.» ص...,1 f=‏ وبتطبيق هذه 
القاعدة نلاحظ أنه كن الحصول على T pole‏ 77 = "7 /7) = " 5» باستخدام 
متجهات الأعمدة للمصفوفة ” 7 التي حصلنا عليها تحت cp‏ ذلك؛ OY‏ 
T° -)-(‏ 

مثال (7): احسب معكوس S‏ فى CV) SUM‏ 

ال حل : بتطبيق طريقة Atlee‏ علي الچ اکا 





1 
6 
Lt A 
14 


0 تماذج خحطية 








7 


ومن متجهات الأعمدة في هذه المصفوفة نحصل على المصفوفة المتناظرة '؟ : 


397888321 —.744331065 .049886621 .002551020 





—.744331065 1.699546485 —.143990929 —.010204081 
S7 = 
049886621  —.143990929 .032879818  .010204081 


002551020 -.010204081 .010204081  .020408163 
حساب التقديرات النقطية لمعالم نموذج خطي‎ (4, ٤( 
: (أ) تقدير المعاملات #. لنعد إلى المعادلات الناظمية‎ 
XX B=X'Y 


ولنرمز بالرمز XXSS‏ وبالرمز VY Is‏ فتصبح المعاملات الناظمية : 


V) S  - 5‏ ,1( 
بتطبيق تقنية الجذر التربيعي على الهيئة [|5] نحصل على : 
A) T™[S|s]=[S|A |‏ ,1( 
حيث 4 -7”25. وهكذا تتحول المعادلات الناظمية لتتخذ الشكل : 
T B=t‏ )1,4( 


Tolley‏ مصفوفة مثلثة فيصبح حل هذه المعادلات ميسرا للغاية؛ ولا يحتاج إلى حساب 


المع لمعكوس' 25 فالمعادلة الأخيرة تتضمن مجهولا واحدا وهي › على وجه التحديد : 


طرائق ححسابية 1۳ 


tp Ê, =i 
: هذه المعادلة نجد‎ [Hy .t حيث ,؛ هو العنصر الأخير من المتجه‎ 
cL \+) Ê, Sty! typ 


والمعادلة قبل الأخيرة تقتصر على Ê, ysl‏ الذي حسيئأه لتونا i Ra J gels‏ وهكذا. 
مثال (۳): (من مثال ص 770 من كتاب Ca 1917/1 Graybill‏ لدينا المعادلات الناظمية : 
12= ,48 - ,28+ ,4 
2B, +108, +48, =6‏ 
-4ß, +48, +98, =‏ 
احسب By‏ » رم » Ê,‏ بطريقة الجذر التربيعي. 
i‏ من المعادلات المعطاة نحد أن : 


15- 
وبتطبيق تقنية الجذر التربيعي على اي | كنا نجد : 
4{12- 2 
4|6 10 
]15 9 4 4-[ 


| 2 1 -26 | 
3 210 


Ê, 000 4, p 2 5 F 


لس fp,‏ 2ت 
(n— p)6?=Y'Y-Y'X(XX)'Y'X‏ 0110 


نعلم أن ي T"‏ =1 لنحسب OW‏ مجموع مربعات عناصر المتجه ؛ فنجد : 


hone ادج‎ ١١ 
fens TUT" see (T' Ty sae S'Y MXA XY 
نطرح‎ a? ولحساب‎ CUNY) في الطرف الأيمن من العلاقة‎ SWI وهو بالضبط الحد‎ 
ونقسم الناتج‎ YY مربعات عناصر المتجه 1 من مجموع مربعات المشاهدات‎ aot 
An-p) على‎ 
المشاهدات‎ ste مثال (4): في المثال (۳) احسب تقدير التباين 67 131 علمت أن‎ 
Y Y= 133 مجموع مربعات المشاهدات‎ Oly YO كان‎ n 


الحل. مجموع مربعات عناصر المتجه 1 هو 45 = ”(3-) + 6° وبالتالي : 
ا« 133-4 g? _2¥-tt‏ 
n-p 23 -- 3‏ 


)1,0( فترات الثقة لمعالم نموذج خطي 
سنبدأً بإيضاح تقنية الحساب لفترة ثقة بمعامل ثقة %(ء-100)1لتركيب خطي في 








المعالم lopp‏ + ... + رثل] PH‏ حت PT wth‏ أعداد ثابتة ع وذلك باستخدام طريقة 


الجذر التربيعي. 
نعلم من العلاقة YE)‏ ,0) أن فترة الثقة المطلوبة معطاة بالعبارة : 





C1, VY) LIIR. "(XX)"! 


حيث tan, mp‏ هو المئين | 1001-4 لتوزيع ستیو دنت ؛ بعدد (n-p)‏ من درجات الخرية. 


ويحتاج تطبيق هذه العبارة إلى حساب معكوس المصفوفة X‏ = قي بالإضافة إلى 
S lol‏ و “ق UB s‏ 

سنمترض ؛ بصورة ciale‏ أننا نرغب في الحصول على فترة ثقة لكل من عدد 4 
من التراكيب الخطية المختلفة في المعالم؛ ولنرمز لبذه التراكيب بالرموز 1,8 ٠...٠‏ 
م OV IS ١#‏ البعة: 





(S| 5 | fi, !:..... لوا‎ 


طرائق حسابية 10‘ 


وتطبيق طريقة الجذر التربيعي عليها GAS‏ ضربها من اليسار بالمصفوفة TU‏ 
وبالتالي يمكننا كتابة : 
[يه [lai‏ 7( -1,!.....,!|ن|ى] Y) T”‏ ,1( 
حيث i= 1,....4 » 4,-7” L‏ لنحسب مجموع مربعات عناصر المتجه ره فنجد : 
dal TOTO LL, IT) af, SOL‏ )8 ,1 
وبذلك نحصل بسرعة وبسهولة على ما تحت الجذر في العلاقة CUNY)‏ دون 
الاضطرار إلى حساب '5 وفضلا عن ذلك» إذا حسبنا الجداء الداخلى للمتجهين ره و) 
نجل : 
d isl T T s= S a= AA X'Y=I', B‏ )0\ ,1( 
وهو المقدار الرئيس الآخر الذي نحتاج في عبارة فترة الثقة (لاحظ أننا حسبناه 
دون اللجوء إلى تقديرات المعالم ‏ كل بمفردها). وقد تعلمنا آنفا كيفية حساب 62 
وبذلك لا يبقى علينا إلا الحصول على المئين tan, mp‏ من جدول التوزيع ۲ ثم وضع فترة 
الثقة المطلوبة لكل تركيب من التراكيب الخطية المعطاة. 
مثال (2): بالعودة إلى المثالين (éa Y)‏ احسب 95% فترة ثقّة لكل من التركيبين 
الخطيين في Pr- 3: SM‏ + 26 , 7/8 - ي58 + 4B,‏ 


ke‏ س ا 


الحل. نلاحظ أولا أن )3- ,1 ,2( = B‏ و(7- ,5 ,4( l=‏ نطبق الآن طريقة الجذر 
التربيعي على الهيئة [:/ ,1 | [S |s‏ فنجد : 
HET 4‏ 2 4 
3 6/1 /4 10 2 
وات =A 4 gj-‏ 
j0 1‏ 2|0 3 
فت j-i‏ 11.3 
وهكذا ad‏ أن )1- ,1,0 = وو )5- ,1 ,2( = a2‏ 
لوضع فترة الثقة للتركيب الأول نحسب 2 = *(1-) + *0 + 1 = a'i a‏ 
و 0 = (3-)(1-) + 0 × 0 + 6 × 1 f=‏ ي. ونعلم سابقا أن 6-2 فتكون فترة الثقة 
المطلوبة: 9+2.407)2(1/2 أو 9+6.808. 
ولوضع فترة الثقة للتركيب SY‏ نجد بصورة a',t=27 ga',a,=30 WU‏ 
وتكون فترة الثقة المطلوبة : 
27+2.407(2)V30‏ أو 26.367 +27 
(T ,5(‏ اختبار فرضية خطية dale‏ 
بالعودة إلى الفقرة TY)‏ 0( حيث قدمنا اختبار فرضية خطية HH = h ile‏ 
مقابل البديل cM: 88 + h‏ حيث المصفوفة H‏ والمتجه h‏ كما عرفناهما في حينها. ورأينا 
أننا نحتاج للقيام بهذا الاختبار إلى حساب إحصاء الاختبار : 


(1, 10) y _ (HÊ BD(HCH') (HB-B) 


2 
qo 


طرائق حسابية ۱1۷ 


حيث و رتبة المصفوفة Clty .C = (X'X)'s cH‏ الإحصاء W‏ نحتاج إلى 
خسات (HCH)!‏ وهذا يتضمن حساب معكوس XX‏ = 5 ثم معكوس HCH‏ › 
وكذلك حساب (HB-h)‏ 
بتطبيق طريقة الجذر التربيعي على البيئة [Sls A]‏ نجد : 
T" (TT|s\H'\=(7 HG")‏ 1,۱( 





حيث H t=T XY‏ "1د '6: أى 73 8# = G‏ حيث G‏ مصفوفة gxp‏ 
ونحصل على العنصر if‏ من المصفوفة © CLA‏ الجداء الداخلى لمتجه العمود : ومتجه 
العمود رمن أعمدة © التي حصلنا عليها في CV VV)‏ و,...,1 P=‏ و,...,1 f=‏ ولكن : 
CT YV) GG'=HT"T' H'=H(XXY' H'= HCH"‏ 

لنرمز OW‏ للمقدار Gt- h‏ بالرمز م وهو متجه gx]‏ ولنحسب Gt‏ فنجد : 


cl, VV) Gt=HT™ T’ X'Y=H(XX)'X'Y= H B 
: وبالتالي فإن‎ 
(1, \A) g=Gt-h=HB-h 


هو ما نحتاجه فی )1,10( لحساب إحصاء الاختبار W‏ 
لنشكل الآن البيعة : 
[GC |g]‏ (5,19) 
ونلاحظ أن GG'‏ مصفوفة متناظرة 99 رتبتها cg‏ فهي موجبة محددة متناظرة 
وتنطبق عليها شروط النظرية التي تقف وراء طريقة الجذر التربيعي. وبالتالي توجد 
مصفوفة مثلثة عليا ولنرمز لها بالرمز To‏ بحيث يكون «171- GG‏ وبتطبيق طريقة 
الجذر التربيعي على البيئة في(18 ,1)» ويمكن كتابتها الآن على الشكل [ع|,7:1] ؛ 
نحصل بعد الحسابات على [To] fo]‏ حيث : 


gl ١‏ خطية 


(1, Y°) t= g 
: فنجد‎ fy المتجه‎ pole Cle a لنأخذ الآن مجموع‎ 
f'oto - 8101107 ع‎ - 8')101( g =8'(GG')"' g 
نجد:‎ (1, VA) وبالاستفادة من (/ا١ ,1( و‎ 
GY) f'oto = (HÊ-h)'(HCH'Y' (H Ê- h) 
لحساب الإحصاء #. ويمكن‎ (A, 10) وهو بالضبط ما نحتاجه فى بسط العبارة‎ 
: الآن حسابيا على الشكل‎ # ALS 


EE EE @ 





مغال 5 oe)‏ مثال ص۲۲۸ من (YAYI Graybill OLS‏ في دراسة مودج 
خطي » تناولت 36 مشاهدة» كان مجموع مربعات المشاهدات 77 = ۲۲ وكانت 
المعادللات الناطمية كما يلى : 
١4‏ - ,28+ ,28+ ,2 + ,46 
2B, + 28, + 28, +38, - ١1‏ 
1 - ,4 + ,38+ ,28 + ,28 
19 = ,108 1 ,48+ + ,26 
(أ ) احسب التقديرات النقطية لمتجه المعالم B‏ وللتباين 62. 
زب ( | 95% فترة نه لک cy‏ التركيبين الخطيين [h+3 B- Py‏ 2/011 
2B, + 2/2 + Bs‏ 


(ج ) اختبر عند مستوى الأهمية 05. a=‏ الفرضية : 


Hy “Pit يم‎ 3Ps- 24-5 
10: -2/3, - /2 + Bt, = 7 


مقابل البديل Ai‏ أن إحدى المعادلتين على الأقل غير صحيحة. 


mee 


١5 سا‎ iy 











0 o 22-2 -l-2 
7 ta Q G 

)1( سجل المعادلات 1= 7 نجد1 - ,م » 1-= ,رق » 3- يق » 2 - 8 . 
Y'Y -t't _ 77-69‏ 52 
n-p 36-4‏ 
(ب ) فترة الثقة للتركيب الخطي الأول هي : 

a' ttt ب‎ (32)6Ja’,a, =3+2.35(.5)(3)=3+3.525 

= [-0.525, 6.525] 

فترة الثقة للتركيب الخطى الثانى هي : 

ttt y, )32( Ja a, -9+2.35).5(02-9+5‏ 'ه 

= [6.65, 11.35] 

(ج ) لاختبار الفرضية Ho‏ نشكل البيئة [ع| [GG‏ ونطبق عليها التقنية الحسابية 








=0.25, ¢=0.5 











لطريقة الجذر التربيعي فنجد : 
ع GG"‏ 
3-12 9 
10 |5 
31L4‏ 
7 |2 
To to‏ 


ثم حسب إحصاء الاختبار 7# : 


gal 002‏ سيه 


ولدينا من جدول التوزيع إف» 3.31 = )32 ,2( Key «Fos‏ أن 3.31 > 130 W=‏ إننا 


ترفض „Ho‏ 
حالة خاصة. لاختبار الفرضية Ho: B = b:‏ مقابل دط + 8 Ho:‏ حيث by‏ متجه من 


الثوابت» وى متجه 9*1 يتضمن المعالم ال ۾ الأخيرة من متجه المعالم 8» و = د 


BL » ... Bog Bog‏ سنستعرض ف البداية طريقة الحساب عندما يكون 0 = cb‏ وقد 
وجدنا في )01 ,0). أن إحصاء الاختبار W‏ يصبح في هذه الحالة : 
YY) y a Ê,‏ ,1( 
qê?‏ 
والحساب البسط .8 8.02 نأخذ المصفوفتين S'y9S = XX‏ = © بالصيغة 


q ال‎ sts YI حيسث تشكل الأعمدة ال و-م الأولى الحزء الأول وتشكل‎ ripe 
الجزء الآخر‎ Hy الأخيرة» وهي الأعمدة المقابلة للمعالم التي تنطوي عليها الفرضية‎ 


P4 4 P4 q 


' ag | ie r ~ T 
ت‎ ıı 0 hı liz Cii Cai 
S=TT= . , = 
4 mle يه عقا لؤة‎ 


Z و منك يمكن كتابة‎ 
i * p Tha | 
So Sa Toli TT + NE 


nde N YE) وبالاستفادة من‎ 
om ars Sa 1 Sa Si Sip 
= Tola t Dola Tot Tita Tihs 
- 1:1: + TT - Taha = TT 


طرائق حسابية ۱۷١‏ 


AYE) Ts! Ch Te =1 


q 


لنعد إلى المعادلات الناظمية في صيغتها المختزلة 1= 76 ولنكتب هذه الصيغة 
المختزلة بالشكل المجزأ فنجد : 
BIA Î ]5‏ 7 
ل ; 


وصه يمكن Ty B, =f, als‏ أو: 


(1, Yo) B,=Ta t 
(1, TU | poe B, = Ta Cx Tn l, Stal 


وذلك بالاستفادة من C1, YE)‏ ويصبح إحصاء الاختبار في CV, YY)‏ كما يلى : 


(1, YY) يكيم‎ Gb م«‎ 


الأخيرة من المتجه s‏ ”4-7 الذي نحصل عليه عند تطبيق طريقة الجذر التربيعي على 
البيئة [5|5]. 

والسؤال الذي يبرز الآن هو كيف تصبح الحسابات عند اختبار الفرضية 
Ho: B = bp‏ مقابل دط + Hi: B‏ حيث 0 + Sh‏ وللإجابة نعود إلى النموذج الخطي في 
شكله امجزأء + يقرا + XB‏ =¥ ونقوم بالتحويل البسيط التالي من المتغيرات إلى 
المتغيرات يؤرلا - ۲ = Z‏ لاحظ أن Xab:‏ متجه 1<« من الثوابت المعروفة. ولنكتب 
النموذج بدلالة المتغيرات الجديدة 2 فنجد : 


2= Y -Ab = Xb) + AAB- 22( + £ 


(1, YA) i k 
=X, É +A P, +E 


V۲‏ تماد ج خحطية 


حيث 8 = B,‏ رط - ,8 = ,8 . ويصبح المطلوب هو اختبار الفرضية 
0= ,6 مقابل 0 H,:B,‏ في هذا النموذج GEIL‏ عليه قاعدة الحسابات التي 
وجدناها آنفا في (۲۷ ,1( وهكذا نجد أنه لاختبار الفرضية Ho: B = by‏ حيث #0 رط c‏ 
بدا اء Y-X b‏ - 2 ثم حسب : 


(1, ¥4) XZ = X(¥ - ولا‎ by) = XY - XX? b 


لنرمز للمتجه 152 is” po IL‏ فتنطلق من البيئة ]5° [S|‏ ونطبق غليها طريقة الجذر 
التربيعي لنجد [TI]‏ ثم نحسب 2 » إذا لم نكن حسبناها سابقا من العلاقة 
(n- po -z-i t‏ » ويمكن بسهولة OLS‏ أن قيمة ت هنا مطابقة لقيمتها حسوية 


C4, ¥ +) Fí و‎ 

qo" 
عنصرا الأخيرة من‎ q J هذه الحالة يساوى جموع مربعات‎ t وإحصاء الاخشتار‎ 
q هي الأعمدة ال‎ XX; مقسوما على 67ب. وتجدر ملاحظة أن المصفوفة‎ f المتجه‎ 


الأخيرة a‏ من المصفوفة S= XX‏ وأبعاد المصفوفة XXa‏ هي و×م. 
مغال (۷): ( من مثال ص tY‏ ۲ من كتات Y1 Graybill‏ 4\( 


Y= G+ Bx + xp + a t Ox; + E; في دراسة للنمودج الخطى‎ 
: كانت المعادلات الناظمية كما يلى‎ i= 1,...,25 


258, +58 -10/8, -158, - 58, =10 
SÂ, + 28, - يق‎ - 2Ê, + يق‎ =1 

-106, - Û +98, +38, + ,م6‎ =- 
-15 -2 +38, +238, -3B, =39 
~5B, + B, + 6B, -36 +14B, =-45 


طورائق سعسنابية \vY‏ 


وكان مجموع مربعات المشاهدات 11-810. والمطلوب اختبار الفرضية H: p=‏ 
80 مقابل البديل ٨1,‏ أن إحدى المعلمتين «Ay B‏ على الأقل لا تساوى الصفر. 
الحل. نطبق طريقة الجذر التربيعي على البيئة [S] s]‏ فنجد : 


5 





يلي : 


= 


ll n-p _12* FCF 23m3 


3.24 = س 
YF} g 810-255 2‏ 





Ho فلا نرفض‎ W= 3.24 > Fos (2,20) = 3.49 أن‎ Ky 

مثال (۸): في المثال السابق اختبر عند مستوى الأهمية 05. a=‏ الفرضية 2 = ,8 
Ho: = 1‏ مقابل البديل M‏ أن 1 ,6 أو ±2 بم. 

الحل: المعلمتان © و6 يقابلها العمودان الأخيران من المصفوفة S‏ (العمود 
الرابع والعمود الخامس) وهكذا يكون: 


V٤‏ ا 
5- 15- 
6 3 اس 


23 -3 
-3 14 





ويكون 5 كما يلى : 
35 
1 
s =X'Y-XYb, =| -0‏ 
22 
70~ 


وبتطبيق طريقة الجذر التربيعي على الميئة ['5|5] نجد : 
5|3- 15- 10- 5 25 

2 -1 -2 |l 

9 3 6 |15 

os 27 





طرائق حسابية \Vo‏ 


وإحصاء الاختار وفقًا للعلاقة )1,7١(‏ هو : 


_ f _ QT +4 
I A 


iá a2 
qo 20 
Pas او ل‎ 
55.5 
: وبالتالي‎ 
_ 2410 


W =—— = 43.423‏ 
55.5 
وبما أن 3.49 = )2,20( WU W = 43.423 > Fos‏ نرفض Ho‏ 
wE )5 , ۷(‏ 
الك النموذج الخطى العام ع Y= X+‏ حيث .e~N(0,07!,)‏ حيث Y‏ 
متجه عشوائى «Y= 138 36x1‏ والمعادلات الناظمية هى : 
-4ß, +26, =4‏ ,82+ 46 
8B, + 2086, -108, +68, = 2‏ 
-4ß, =—6‏ ,62+ ,10 3 46- 
6B; 5 4p, +128, =7‏ + 2 
استخدم طريقة الجذر التربيعى لإيجاد : 
(Í)‏ المقدرات النقطية B)‏ 079 
(ب) 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين. 
2/6 - 8 + :48 + 28 « ,73 - :2/8 + ,4/6 


2 > رتك - وثر6 + 2M‏ . 
2- > ي28 - ,8 +28 ° 


عند مستوى الأهمية 05. - ه. 


YAT 


تماذ ج نحطية 


]= یک النمودج الخطى العام : 
Y; = pixa + Bxn + Paxan + Para t & 5 1= |...‏ 
حيث )0,01( Na‏ ~ £ . والمعادلات الناظمية هى : 





4 4 2 
14 8 6 

2 6 14 
8 0 ll 


و874 = ۲۲ . استخدم طريقة الجذر التربيعي الحسابية لإيجاد : 

(أ ) المقدرات النقطية للمعالم 8 » 62. 

(ب) 95% فترة 4a‏ لكل من التركيبين ال 
48 - 286 + 28 3 38 + :386 - :28 - ,2/8 





(+. 2/7 + 6/2 - 66 - 148) = 3 
20 2+26+1 =4 


وذلك عند مستوى الأهمية Ol‏ = . 

مربعات المشاهدات 54 = ۲. والمعادلات الناظمية هى : 
4= 4/8 - ,42+ ,82+ 16 
8B, +52, +3, =)‏ 
0 = ,38 + ,68+ ,36+ ,48 
3p, + 7B, -5‏ + ,48 - 


راق ساي ۷% 


.٠” » B المقدرات النقطية للمعالم‎ ) Í) 
(ب) 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين.‎ 
8B + 5/7, + 93: + ورك‎ <“ 4h+58,+ ضر‎ + SB 
.»= .05 عند مستوى الأهمية‎ Hy: = P= 0 (ج) اختبر الفرضية‎ 
: €~N,(0,0715,) > 3 Y = XB + £ لک النمودج ا لاطي ؤ العام‎ 9 —% 
: والمعادلات الناظمية هي‎ 
9 27 3 301/18 | 75 
27 85 17 92 || B,| | 223 


HIIR | 27‏ 26 17 3 
B,| [250]‏ |]102 14 92 30 
لإيجاد : 
)1( المقدرات النقطية للمعالم 8 » 62. 
NAF (WU)‏ 
(ج) اختبر الفرضية : 


H.: 3/8, + 7/2: + 8B, = 19 
" 38+ fh - 38, + 58, - 2 


عند مستوى الأهمية 01. a=‏ 
)0( اختبر غتد فستوى الأهمية 01. = الفرضية 0 = يق = Hy By‏ 
6 - ليكن النمودج الخطي العام : 

Y; = ردم‎ + fxn + وتوم‎ + Para t ai= 1,...,36 


: وحيث‎ E~ N(0,0°I) حيث‎ 


a \VA‏ عدي 


422 2 14 
s331. In 
XX = X Y= Y Y ==581 
3 4 11 
10 | 19 
: استخدم طريقة الجذر التربيعى لإيجاد‎ 





T (LO) 
(ج) 90% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين في المعالم.‎ 
2/0 + 2/2+ gy 2/1 + و3 + يث/‎ -p 


(د) اختبر عند مستوى الأهمية 05. -© الفرضية : 


y. 28+ + 38,- B= 5 
07 28 - B+ يم‎ + By=-17 


- ليكن النموذج الخطي العام م + 18 Y=‏ حيث (,:8/:,)0,1 ~£ والمعادلات 
الناظمية SB=s‏ حيث : 

2 2 
2 4 
4 26 


6 2 
ف EE”‏ والمطلوب إيحاد : 
St (1)‏ باستخدام طريقة الجذر التربيعى. 
الضيغة و331- م. 
(ج) 95% فترة ثقة لكل من التركيبين الخطيين في المعالم. 


v4 a Sy 
4/,+ ث2 + ,2/6 <« 2/4 +:3/2 -ج37‎ + pı 


Le cdl (>)‏ موق الأهمية 5. = المرضية : 


3- = بن2 +ي7 - ي +28 .عر 
2B, + B+B- By=-18‏ 
مستخدما طريقة الجذر التربيعي. 


y‏ بين أن om‏ سیا من edged‏ ع + قل - 12 مطابق GS‏ محسوبا من 
النموذج Ayes‏ وفق الصيغة 3 AV, YA)‏ 


LI) eu)‏ بع 





نماذج ill‏ لتصمبم 





)/,١١‏ مقدمة 

لقد درسنا في الفصول السابقة بعض النماذج الخطية العامة. وسنقدم في هذا الفصل 
ماذج التصميم ونتناول بشيء من التفصيل حالة خاصة منها وهي غاذج التصميم 
أحادية العامل. 

تعريف :)١(‏ تعريف غوذج التصميم Design Model‏ : لنعتبر النموذج الخطى 
العام £ + Y= xB‏ حيث Y‏ متجه عشوائي قابل للمشاهدة أبعاده nx!‏ و X‏ مصفوفة 
من القيم المشاهدة غير العشوائية ذات بعد mp‏ ورتبتها م حيث Bg mp‏ متجه من 
المعالم الجهولة أبعاده pxl‏ و E‏ متجه عشوائى غير مشاهد أبعاده1×«. فيعرف هذا 
النموذج بأنه نموذح تصميم إذاء وفقط إذاء كانت pole‏ المصفوفة × مكونة من 
الأعداد 0 أو 1 وكان لہا مط معين سيعرف لاحقا. 

ملاحظة :)١(‏ سنفترض في دراستنا هنا أن المتجه العشوائي غير المشاهد ٤‏ يتوزع 
وفق التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات (,آ21.)0,62. أي أن pole‏ المتجه e‏ هي متغيرات 
عشوائية مستقلة ويتوزع كل واحد منها وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 0 وتباين “6. 


\A\ 


_ i \AY 


سنستعرض في هذه الفقرة بعضا من النظريات والنتائج المفيدة في مسائل التقدير 
النقطي لنمادج التصميم ؛ نما وحدناه 3 joa!‏ الخامس › ونعيده هنا على سبيل 
التذكير. 
نظرية :)١(‏ لنعتبر النموذج المعطى في التعريف )١(‏ والملاحظة )١(‏ أعلاه 





: معادلات المربعات الصغرى (المعادلات الناظمية) هي‎ - ١ 
(v, \) XX B= X'Y 
: هو‎ B للمتجه‎ (Least Square Estimator) مقدر المربعات الصغرى‎ - Y 
(v, Y) (XX XY 
(Best هو أفضل مقدر خطي غير منحاز‎ (V, Y) المقدر 6 المعطى بالصيغة‎ -Y 
للمتجه 8 أو بعبارة أخرى فهو مقدر غير منحاز ذو تباين‎ Linear Unbiased Estimator) 


.8 للمتجه‎ (Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator) أصغر ي بانتظام‎ 


- أفضل مقدر خطي غير منحاز لتركيب خطي 18 هو المقدر 8 l‏ حيث I‏ 
متجه معلوم ذو بعد 0«1. 
* عل المقدر : 
(v,¥) ê? =(n -p)' (YY - BÛ XY)‏ 
هو مقدر غير منحاز ذي تباین أصغري بانتظام للتباين 0 
5 - يتوزع المتغير العشوائي : 
(V, £) U = (n-p) ê“ /6“‏ 


وفق توريع كاي x utg‏ ب (n-p)‏ درجة حرية ؛ أى أن : 
U= (n-p) ê* lo” ~ x"(n-p)‏ 


مادج ابم \AY‏ 


نظرية )1( لنعتبر النموذج المعطى في التعريف )1( والملاحظة )1( وبافتراض 
أن L'‏ مصفوفة عناصرها ثوابت» أبعادها qxp‏ ورتبتها و حيث و<م فعندئذ : 
١‏ - المتجه العشوائي L'B‏ يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بعدة متغيرات بمتوسط : 
E(L' Ê = LB‏ )0 ,۷( 
وبمصموفة تباين : 
(V, 1) V = var(L' Û = 02 L'(X'X)'L‏ 
أي أن : 
L' Ê ~N,(L'B, o L'(X'XY'L)‏ 
؟- المتجه العشوائي LB‏ مستقل عن المتغير العشوائى U‏ المعرف بالعلاقة )£ AY,‏ 
مثال :)١(‏ لنعتبر النموذج الخطي رة + بد = زلا الوارد المثال (A)‏ من الفصل 
الرابع. إن هذا النموذج هو أحد نماذج التصميم إذ يمكن كتابته على الصيغة Y=XBte‏ 


ai > 
Yi 1 0 5 
Y2 1 0 27 
Y= 3 i Y= 1 0 ! =|"), دج‎ £13 
21 0 1 M2 E>, 
2 “a 22 
9و3‎ 3 3 E 
: هي‎ )۷ , ١( فا معادلات الناظمية لهذا النموذج وفق العلاقة‎ 
A 3 + =¥. 
A A p = A Y کے‎ 1 | 
د31 کے‎ = 


oT t 3‏ 
حيث ول ر2 = ”7 . > أن : 


,_|3 9 
XX = 


وعليه فإن مقدر المربعات الصغرى للمتجه B‏ بناء على العلاقة (V, Y)‏ هو : 


\AZ 


po SHE 
E Hi 65 
: لاحظ أن‎ 
p=(0,1) 8> اد‎ 


و B=‏ (0 ,1) = رن 
وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغرى بانتظام للمعلمتين ريم و دلا 
وفقا للعلاقة )٤(‏ فى النظرية )1( هما على التوالى : 


A “RÊ = 0 j | =F 
i M 


— a 
HM, =f, 8 = (0,1) f- | = 


as‏ للعلاقة )١(‏ من النظرية (Y)‏ يتوزع المتغير .۲= ,م وفق التوزيع الطبيعي 


| 
al 
5 


F(u) =; B= pi 


var( û, ) = فى‎ M (X'X)' L-0°/3; (i=1, 2) 
: أى أن‎ 


ft; = ¥j,~N(ui, 6°/3); (i=1, 2) 


ley‏ المقدر غير المنحاز دى التباين الأصغرى بانتظام o” cpio‏ نستخدم 
العلاقة ٤(‏ ,۷) فنجد الكميات التالية : 


3 ” 
,+ سو 


Super |, aoe bra) [|= 2 


وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للتباين Po‏ 


2 3 
5? =(n-p)' (YY -B'X'Y) =(6-2)' $ > Oj + 


i= j=l 


۸0٥ ae 


2 3 
DAA 
_ i=] j=l 


(۳, ۷) اختبار الفرضيات وفترات الثقة لدموذج التصميم 

سنناقش في هذه الفقرة النموذج المعطى في التعريف )١(‏ والملاحظة .)١(‏ وعند 
اختبار الفرضيات لنموذج التصميم سنفترض أن المصفوفة 11 مصفوفة عناصرها 
ثوابت» أبعادها ap‏ ورتبتها ۾ حيث و<م. وسنركز اهتمامنا فقط على اختبار 
فرضيات حول معالم النموذج من النوع 0= 118 Ho:‏ مقابل الفرضية 0 * Hi: HB‏ وبناء 
على طبيعة المصفوفة H‏ فإن HB‏ هي مجموعة من التراكيب الخطية في 8 المستقلة خطيا. 
وقياسا على ما وجدناه في النظرية (Y)‏ من الفصل الخامس تبين لنا النظرية التالية طريقة 
اختبار فرضية حول معالم نموذج تصميم. 

نظرية ( 7):لنعتبر النموذج المعطى في التعريف )١(‏ والملاحظة »)١(‏ وبافتراض أن H‏ 
مصفوفة عناصرها ثوابت» أبعادها gap‏ ورتبتها و حيث peg‏ فعندئذ تكون الإحصاءة W‏ 
هي إحصاءة اختبار نسبة الإمكانية المعممة generalized likelihood ratio test statistic‏ 
OLY‏ الفرضية 0 = 118 Ho:‏ مقابل الفرضية 0 * Hi: HB‏ حيث تعطى هذه الإحصاءة 
باحدى الصيغتين التاليتين : 


(۷, V) y- EBA HT HÊ) 
P 
(V, A) y- GR-SP)/4_{ Rê J(=) 
62 -م)/‎ p) oa q 


GR و‎ Y=XBtE هو مقدر الإمكانية العظمى للتباين 07 وفق النموذج التام‎ GF 
Ho: نحت الفرضية‎ Y=Byte للنموذج المخفض‎ O هو مقدر الإمكانية العظمى للتباين‎ 
: أى أن‎ . HB =0 


VAN‏ 2 ا 


Gp in YY -f'X'Y) 
ôk =(1/n) (YY - "م‎ B'Y) 


B=( XX) ' XY 
7 =( B'B)" BY 
(Non-central F-distribution) اللامرکڎزي‎ F وفق توزيع‎ W وتتوزع الإحصاءة‎ 
: المعطاه بالصيغة التالية‎ A يدرجات الحرية و و م-” و معلمة اللامر كزية‎ 
(v.4) A=(207)"'(HB)[H(X'X)'H'} (HB) 
Ho ويصبح هذا التوزيع توزيعا مركزيا إذاء وفقط إذاء كانت الفرضية‎ 
: صحيحة » أى أن‎ 
W ~ F(q, n-p; À) 
Hi: HB #0 عند مستوى الدلالة » مقابل الفرضية‎ Ho: HB = 0 ونرفض الفرضية‎ 
: المحسوبة محقق‎ W إذا كانت قيمة الإحصاءة‎ 
مع عه‎ 
: لبذا الاختبار هي‎ (Power Function) إن دالة القوة‎ 
mA)= fF F(w:q,n—p;A)dw . 
بعد أن استعرضنا طريقة اختبار فرضية حول معالم نموذج التصميم فإننا نذكر‎ 
فيما يلي نظرية تعطي طريقة لوضع فترات ثقة حول معالم نموذج تصميم مستندين إلى‎ 
.)0, A) ما وجدناه في‎ 
وليكن 78 أي‎ O) والملاحظة‎ )١( نظرية (5): لنعتبر النموذج في التعريف‎ 
للتركيب‎ (l-a) تركيب خطي في متجه المعالم 8. فتعطى فترة الثقة» بمعامل ثقة‎ 
: الخطى 78 بالصيغة التالية‎ 
(v, \*) م‎ ttarnp Vvarl'p) 


غاذج التصميم 8 
والتي يمكن كتابتها على النحو: 


(Vv, \\) KX RY the, JO X) i 





,٤(‏ ۷) 7596 التصميم برتبة غير تامة 

عندما تكون المصفوفة × غير UU‏ الرتبة أي عندما تكون رتبة المصفوفة × 
تساوي k‏ و #<م فيسمى النموذج في هذه الحالة نموذج الرتبة غير التامة. وللتعامل مع 
هذه الحالة فلابد لنا من التطرق» بصورة عامة» لما يسمى بالمعكوس الشرطي 
(Conditional Inverse)‏ للمصفوفة. فالمعكوس الشرطي للمصفوفة A‏ ويرمز له بالرمز AS‏ 
هو أي مصفوفة تحقق الشرط AA ASA‏ وفي حالة نموذج الرتبة غير التامة يمكن تطبيق 
النظريات السابقة (نظرية )١(‏ إلى نظرية ))٤(‏ ولكن باستبدال المصفوفة (XIX)‏ وهي 
المعكو س الشرطي للمصفوفة ×× بالمصفوفة '(××) وكذلك استبدال القيمة k‏ بالقيمة 
م. مع ملاحظة أن مقدر المربعات الصغرى للمتجه 8 في هذه UL‏ لن يكون وحيدًاء 
وذلك لأن المعكوس الشرطي لمصفوفة قد لا يتمتع بالوحدانية. وسيكون مقدر المربعات 
الصغرى ۸ أي حل للمعادلات الناظمية XX Ê EX'Y‏ والحال العام هو : 


ان 


Ê (XX) XY + [1- (XX) (XX)]b ,beR’ 

حيث 1 مصفوفة الوحدة والمتجه b‏ هو أي متجه في المضاء الإقليدى RP‏ 

تعريف (5): الدالة القابلة للتقدير .(Estimable Function)‏ نقول أن الدالة 
الخطية 78 في المعالم 8 قابلة للتقدير إذاء وفقط إذاء وجد لبا مقدر غير منحاز على 
شكل دالة ths‏ في pole‏ المتجة لا. أي أن 78 قابلة للتقدير إذاء وفقط إذاء وجد 
متجه "۴۸٤ھ‏ بحيث يكون 78 -E(a'Y)=‏ 

نظرية :)١(‏ العبارات التالية متكافئة : 

)1( الدالة ikt‏ 78 دالة ALG‏ للتقدير. 


ae تلاج‎ \AA 


(ب) یو جد متجه a‏ ذو بعد 1م بحيث أن و'×کا. 

(ج) المتجه 1 هو تركيب خطي في متجهات الأعمدة للمصفوفة eX!‏ أي أن 
المتجه | ينتمي إلى فضاء متجهات الأعمدة للمصفوفة '×. وبشكل مكافئ فإن المتجه / 
هو تركيب خطي في متجهات سطور المصفوفة ×» أي أن المنجه 7 ينتمي إلى فضاء 
متجهات السطور للمصفوفة K‏ 

.rank[X', /]= rank[X"] (>) 

.rank[X'X, /]= rank[X'X] (a) 

(و) يوجد حل r‏ للمعادلات X'Xr=]‏ 

(ز) XL‏ لأي معكوس شرطي للمصفوفة X‏ 

نظرية (5): إذا كانت الدالة الخطية 78 قابلة للتقدير فإن المقدر VIB‏ متغير 
لأى حل 7 للمعادلات الناظمية XX B=XY‏ 

نتيجة :)١(‏ أي تركيب خطى في الجوانب اليسرى للمعادلات الناظمية تكون 
قابلة للتقدير. 

مثال (Y)‏ لنعتبر النموذج الخطي puttitej‏ = ۷ وذلك كما في المثال (۸) في 
الفصل الرابع. إن هذا النموذج هو أحد نماذج التصميم برتبة غير تامة إذ يمكن كتابته 
على الصيغة Y=XBte‏ حيث : 








فالمصفوفة X‏ أبعادها 6x3‏ ورتبتها تساوى 2. لذلك n=6 O‏ و 3-م و 2-2/. 
ونلاحظ أن المتجهين (1,1,0)-,7 و (1,0,1)-:7 هما متجهان مستقلان خطيًا وينتميان إلى 
فضاء متجهات السطور للمصفوفة × ولذلك فان دالتى الم كيب الخطى AB‏ و lB‏ 
قابلتان للتقدير ومستقلتان LS hs‏ أن أي دالة خطية تكون قابلة للتقدير إذاء وفقط 
إذاء كانت تركيبا خطيا في هاتين الدالتين. 


6 3 3 
X'X=|3 3 0 
38 3 
: والمعادلات الناظمية هى‎ 
64437, +37; =Y,, 
XXB=XY © 3+37, =F. 


3 + 37+ =. 


حيث Ya =>. Yi‏ و ا Ken F‏ وعليه Ole‏ أحد الحلول 
للمعادلاات الناظمية أعلاهء أو Jsl‏ مقدرات المربعات الصغرى للمتجه (B‏ هو : 


7 Y. 
p= 3 2 K. EA 
| | Fae Fo 


لاحظ أن : 
utt‏ > (1,0,1) > نزول MB= )1,1,0( > putt,‏ 
وعليه فإن المقدر غير المنحاز دی التباين ope Yl‏ بانتظام للدالتين 7,8 و 728 


هما على التوالى : 


١ =(1,1,0) | ¢, | = عدن‎ OID I-II 


Im 
| ده‎ 


Ya 
= fi+é, =(1,0,1) | Fe -Fn | = E, 
7 Ya- F, 


إن الدالة > - ,> = 78 قابلة للتقدير ذلك لأنها تشكل تركيبا خطيا فى الدالتين 


> E> 


)1,0,1(= جم 


e‏ ر“ 


8" و 8 كما يتصح نما يلي : 
(ut) Aut) =t‏ ع iB‏ - تر = HB‏ 


وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذى التباين الأصغري بانتظام للدالة > - ,>= 7:8 


ولإيجاد المقدر غير المنحاز دي التباين الأصغري بانتظام للتباين "و ال 
الكمنات التالية : 


à 3 ow 
YY- > 2 FEA |e 
i=l j=l È, 
j pa Ae 
oxy = hi]. |= [%..%.-%..%.-¥.]|%. |= AE, 
F2. 4 ‘ 
"ON a. ie تبثي‎ 5 
2 ا م‎ a RD 
i=l j=l | i=l j=l 


وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام للتباين ?0 هو : 


3ض 2 ظ 
XY) = )6- 22١5-5 Y-F.)‏ م - =(n-ky' XY‏ ?6 


i=] j=l 


وهذا المقدر هو المقدر نفسه الذي حصلنا عليه في المثال CV)‏ 


عاذ ج التصميم ۱۹۱ 


إن J gle! pra‏ الأخرى للمعادلات الناظمية أو Jal‏ مقدرات المربعات الصغرى 


: الآخرى للمتجه 8 هو‎ 
f ra“ 
| 1 = F. 
2 Ya. 





لو قمنا باستخدام المقدر B‏ بدلا من المقدر B‏ أعلاه فإننا سنحصل على النتائج 

تعريف (Y)‏ مصفوفة التصميم (Design Matrix)‏ تكون المصفوفة × ذات 
البعد nxp‏ مصفوفة تصميم إذاء وفقط إذاء كان من الممكن تجزئتها على الصورة [Xo‏ 
Xi, ..., Xa]‏ حيث Xi‏ مصفوفة جزئية أبعاده nxq;‏ وتحقق ما يلى : 

(أ) عناصر المصفوفة الجزئية ,ا هي 1 أو 0. 

(ب) كل سطر من سطور المصفوفة الجزئية :× يحوي عنصرا واحدا فقط يساوي 
| والعناصر الأخرى الباقية تساوي 0. 

(x)‏ كل عمود من أعمدة المصفوفة الجزئية :× يحوي على الأقل عنصرًا واحدًا 
غير صفري. 

مغال (7): من أمثلة مصفوفات التصميم المصفوفتان الواردتان في المثالين )١(‏ 
و (Y)‏ فالمصفوفة × ف المثال Mee ciN)‏ مک lgylS‏ على الضورة X = Pi X]‏ 





۱۹۲ عد عي 


كما يمكن كتابتها على الصورة X= [Xu Xi]‏ حيث: 


سے س © كت 
O O‏ © — اس — 





وفي كلا الحالتين فإن المصفوفة الجزئية X;‏ تحقق الشروط المذكورة في التعريف 

(Y) 
نموذج التصميم أحادي العامل‎ )۷ , 0) 

سنتناول في هذه الفقرة بشيء من التفصيل نموذج التصميم الذي يعرف بنموذج 
التصميم أحادي العامل. ويعتبر هذا النموذج من النماذج الهامة في الحياة العملية وذلك 
لشيوع تطبيقه في كثير من امجالات. 

تعريف (E)‏ نموذج التصميم أحادي العامل .One-Factor Design Model‏ 
تعرف المواصفات التالية نموذج تصميم أحادي العامل : 

(أ) إحدى صيغ النموذج تعطى بالشكل : 


Y,=u+a,+e,; =L زر‎ =1,2,..0J, 
.1 حيث أن 1:<1 لكل ¡ و 1<[ لقيمة واحدة على الأقل من قيم‎ 
للمساهدة‎ ALU isl phe ol pate (بي) الككسيات ول‎ 
للمشاهدة تتوزع مستقلة بعضها‎ ALU متغيرات عشوائية غير‎ sij OLS! (ج)‎ 
N (0, 0°) عن بعض وفق التوزيع الطبيعي‎ 
: هي معالم مجهولة وفضاء المعالم لبا هو‎ O*, ی ونه‎ Oy GLASS (د)‎ 


2 2. | l 5 : 
(= {(0' >» H, Oi, A2, .... O): O 20, —cospisen, -<0 <0; EL, Z, -s d} 


عاذ ج التصميم + ١‏ 


سنرمز للعامل نحت الدراسة بالرمز A‏ وسنفرض أن عدد مستوياته يساوي T‏ 
وسنرمز للمستوى رقم ¡ بالرمز :4. كما سنرمز لتأثير مستوى العامل رقم ¡ بالرمز به 
وسنرمز لمتوسط قيم مستوى العامل رقم ¡ بالرمز piste‏ كما سنعرف التأثير الرئيس 
لمستوى العامل رقم ا بأنه #- ,© حيث أن ,م BaD‏ 

لتحليل هذا النمودج حتاج أولا إلى محديد مقدرات معالم النمودج ,ب» ,لا 
١ه‏ ,... -Oa‏ ومن الواضح أن هذا النموذج هو أحد نماذج التصميم إذ يمكن كتابته على 





: حيث‎ Y=XBte الصيغة‎ 
Yi 1 1 0 Ai 
Yis, ! 0 3 
wl Wad en 
y= 9 ,X=|1 0 1 z ou 
|) Poos an 
“| loo 3 





أبعاد المصفوفة × هي (1+1)×« ورتبتها تساوي MHI‏ إن عدد معالم النموذج 
يساوى 1[+7حم كما أن > n=‏ إن المعادلات الناظمية هي : 
Veo‏ = :0 ل + ™ nj + Jå 5 Jid‏ 
,»)= و6 دل + J, j‏ 


J) ht + ورت شرل‎ 


: بالصورة | د لمختصرة التالية‎ Gok 
I 
H. nj T 2 Jû = Veo 
i=] 
Ci: J; + Ja =YVie 9 P= LZ, 
ولكن عاد د‎ A+] عدد المعادلات هو 1+1 وعدد المعالم المجهولة هو‎ 
المعادلة الاو هي مجموع المعادلات‎ OY خطبا يساوي 1» وذلك‎ 
حل المعادلات الناظمية لن يكون وحيدا. ولإيجاد أحد الحلول فإننا‎ 
Jat فإننا‎ < J,2, =0 وباستخدام الشرط‎ . < Jia, ة هي‎ 


* أن‎ o> p'= (Ri T 





: أن ‘ns‏ الدوال من النوع [B= (uta)‏ هي دوال قابلة للتقدير وأي 
لابد أن تكون تركيبًا خطيا في هذه الدوال» ذلك لأن المتجه :7 ينتمي 
السطور للمصفوفة ×. إن أفضل مقدر غير منحاز (مقدر غير منحاز 
بانتظام) للدالة B= (+a)‏ هو : 


IB = +م‎ û, = م[‎ ; i=1,2,...,1 


وبما أن الدال 
للتقدير CY‏ مجموء 
بد من أن يكون 0- 
تعريف )9( 
(contrast)‏ إذاء وف 
وبعبارة أخرى يشک 
نظرية (۷): 

+e;‏ += ۲ قا 
0 القابلة للتقدير. | 
o>)‏ 0ر2 
ظ = TAQ’‏ 
شي ار 4 
وكما مر مع 


ولكرد: 


نماذج التصميم ١6‏ 


ky‏ أن الدالة D alta)‏ هي تركيب خطي في الدوال السابقة فهي قابلة 
للتقدير لأي مجموعة من الثوابت (©). لذلك a=) ca OW‏ .لم وبالتالي لا 
بد من أن يكون 0= Yc,‏ لكي تكون الدالة LGD ca,‏ للتقدير. وهذه الحقيقة 
تقودنا إلى التعريف التالي. 
تعريف :)١(‏ المتضادة Contrast‏ يدعى التركيب الخطي لمعالم المتجه 8 متضادة 
(contrast)‏ إذاء وفقط إذاء كان مجموع معاملات التركيب الخطي يساوي الصفر. 
وبعبارة أخرى يشكل التركيب الخطي lB‏ متضادة إذاء وفقط إذاء كان 0= 1=<1[. 

ومن أمثلة المتضادات cia;‏ > ےت ١ ME‏ 

نظرية (۷): جميع متضادات المعالم :» في نموذج التصميم أحادي العامل 
+E‏ ,»+= ر۲ قابلة للتقدير. كما أن المتضادات هي فقط التركيبات الخطية في المعالم 
a‏ القابلة للتقدير. Blo]‏ إلى ذلك فإن أفضل مقدر غير منحاز للمتضادة <٠ ca;‏ 
(حيث 0=,» CP‏ هو cin‏ 31 . كما أن أفضل مقدر غير منحاز لمتوسط المستوى 
رقم 1 للعامل 4 هو =F,‏ ,2+2 و أفضل مقدر غير منحاز لتأثير المستوى رقم ¡ للعامل 
ذهو -F=Fn-I" YD Je‏ ب . 

وكما مر معنا سابقا فإن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للمعلمة 





: هو‎ o” 
G* =(n -ky ' (YY - B 'X'Y) 
è ولكن‎ 
Y. 


xy- D2 , XY= 


i=] j=l ste 
lye 














E 
BXY = (ûû, E Mee A وا‎ 
7 
3 47 
a Si 
Ly? 
YY-ÊÛXY= YD - رح‎ = YD - 1/0 
i=] ادر‎ i=] i i=] j=l 


وعليه فإن المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام للتباين © هو : 
ê? =(n -k)' (LY - Ê XY)‏ 


I J; I I J 
= (n -N r ا‎ =mn-y' 21 


i=l j=l i=] i=] j=l 
النظرية التالية.‎ E وهذه النتيجة نسردها‎ 
62 .نظرية (۸): إن المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للمعلمة‎ 





rf I 2 | E d _ 
ê? =(n -1)' pas -5 3 =(n-I)' Tr-R 
i=l j=l اح‎ "4 pal ge 


١١‏ , ۷) اختبار الفرضيات لنموذج التصميم أحادي العامل 
من الفرضيات التي نهتم باختبارها عادة حول نموذج التصميم أحادي العامل 
هي الفرضية القائلة بأن تأثيرات جميع مستويات العامل 4 متساوية. وهذا يعني عدم 
وجود فروق بين مستويات العامل. أو بعبارة أخرى إن العامل ليس له تأثير على متغير 
الاستجابة. ويمكن صياغة هذه الفرضية على الشكل التالي : 


H, Cy > ,ےہ > رن‎ “Ol 


وتختبر فرضية العدم السابقة مقابل الفرضية البديلة القائلة بأن ليست جميع 


تأثيرات مستويات العامل A‏ متساوية (على الأقل واحدة مختلفة). وهذا يعني وجود 


فروق بين مستويات العامل أو بعبارة أخرى فإن العامل له تأثير على متغير الاستجابة. 
ويمكن صياغة هذه الفرضية البديلة على الشكل التالي : 

(لقيمتين 1 و ز على Haj ± (PY‏ 

ولاختبار الفرضية Ho‏ مقابل الفرضية ,8 فإننا سنستخدم إحصاءة الاختبار 
المعطاة بالعلاقة A)‏ , ۷) وهي في هذه الحالة : 


y= (Ôk -ÔF )/U - ا‎ - 2 E=) 


op /(n-1) Ci 1-1 





حيث GF‏ هو مقدر الإمكانية العظمى للتباين o‏ للنموذج التام Y=XBte‏ 


= ويساوي‎ 
io I 2 | 
a J ' ry - i i | . Fi. Th ۲ 
Gj =(1/n) (YY - B'X'Y) = (1/m) 0 B7 A 
| اعم‎ j=l jm * م‎ 


f بن‎ 
=(1/n) SE, =F. 1 


=1 j=l 
وهو مقدر الإمكانية العظمى للتباين *6 للنموذج المخفض‎ Fe وللحصول على‎ 
E ين > رين‎ > ... =0 = 0 be iU H,: a) = 02 = ... = Oy حت المرضية‎ Y=Byte 
: النمودج الكامل لنحصل على النمودج المخفضص التالي‎ 
Y; ملم ع يع + ين + ير ع‎ tE t=1,2,...J j=l, أرط‎ 
JN(0,0°) حيث تتوزع المتغيرات ز٠ بصورة مستقلة وفق التوزيع الطبيعي نفسه‎ 
: حيث‎ Y=Byte وهذا النموذج يمكن أن يكتب على الصورة‎ 






if =‏ س 


وفضاء المعالم للنموذج المخفض هو : 


® = {(o*, Ho): ,0<ذى‎ -<u <0} 


۱۹۸ فنك انق 


هناك معلمة get‏ واحدة لهذا النموذج لذلك فإن p=l‏ والمعادلة الناظمية 


Ho ° nilo = Yee 
: وحل هذه المعادلة هو ,)= م . وعليه فان‎ 


y' B'Y= Veco Ve = = Yen 
n 


2 =(1/n) XY - ثم‎ B'Y) = (1/n) ba 35 


i=] j=l 
دم‎ o 
=(1/n) YY Oy -Fa 
i=l j=l 


وبالتالى تكون إحصاءة الاختبار i sh LSW‏ 











in-l 
I-l 
i=] j=l i=] i 











عندما تكون فرصية 0E ... = 0i p‏ = رين Ho:‏ صحبحه Era‏ الإحصاءة W‏ 
وفق توزيع  OY)‏ معلمة اللامركزية 2-0 تحت (Ho‏ بدرجات الحرية 1-1 nly‏ أي 
ا 
W ~ F(I-1 , n-I)‏ 








ج ايم 144 


ale g‏ فإننا نرفض © > ... > 02 = » Ho:‏ عند مستوى الدلالة a‏ إذا كانت قيمة 
الإحصاءة W‏ المحسوبة تحقق : 
Wez Fo l-in-i‏ 
وقد جرت العادة Ob‏ توضع نتائج اختبار الفرضيات السابقة فى جدول يسمى 
جدول تحليل التباين (التحاين) كما يلي : 


جدول التحاين لاختبار = ... > وين = Ho: Qi‏ للنموذج الأحادي العامل 





مصدر درجات مجموع متوسط توقع ظ النسبة 
التغير  epi‏ المربعات المربعات متوسط F‏ 
M.S. 5.5. d.f. Source‏ المربعات 
EMSS.‏ 








| E وب‎ E(Ams) 1-1 a: J; n 
oj E 1. fy? n- الخطأ‎ 
Ae) mana ی‎ 
inl jal jal Si 





ونلاحظ الحدول السابق أن : 


PoE a: E 3 
= -E N 7 3 y2_5 Jie 
حو‎ jiii ? È d =] J | 





il jal i 


I J, 
"wI" 22 Ke 


i=l j=l 


كما يمكن إثبات ما يلي بالنسبة لتوقع متوسط المربعات : 


Lg E 
E(Ams) = e 0 a. aS ; a == Ja, 
1-1 * انم‎ pá ii 

E(Eys) =o’. 

لذلك فان E(Ams)= E(Ems)‏ إذاء وفقط إذا كانت الفرضية - ... - يه = ره Ho:‏ 
به صحيحة. وبناء على هذه الحقيقة تتم مقارنة الكمية Ams‏ بالكمية Ems‏ من خلال 
النسبة ۴ لرفض أو عدم رفض الفرضية Hy‏ 

(۷ , ۷) فترات الثقة لنموذج التصميم أحادي العامل 

نهتم عادة بإيجاد فترات ثقة لمعالم النموذج المجهولة أو لدوال في معالم النموذج 
التي تكون ذات معنى بالنسبة لنا مثل ,»+ (متوسط المستوى رقم i‏ للعامل (A‏ أو 
بعص المتضادات 3 المعالم القابلة للتقدير وهي oe =0 > > ca‏ 

(Y) نتيجة‎ 

-١‏ إن فترة الثقة بمعامل الثقة (1-a)‏ للمقدار uta,‏ في نموذج التصميم أحادي 
العامل هي : 


او 





نماذج التصميم Ye)‏ 
-T‏ إن فترة sls iall‏ الثقة (1-a)‏ للمتضادة Ci‏ > حيث e=0‏ > 
٤‏ نمودج التصميم أحادي العامل هي : 





مثال (5): البيانات أدناه خاصة بإحدى الدراسات. (البيانات من مثال ص 
OVA‏ من (\4V1 Graybill OLS‏ 














16.49 
| 15.51 
| 18.18 
18.62 16.47 
| 





(i)‏ جدول تحليل التباين (جدول التحاين). 
(ب) إيجاد مقدر غير منحاز ذو تباين أصغري بانتظام لكل من : 


o, U+a, و‎ a) - 02 و‎ a, -la +a;)/2 
Hi: q # aj ضية‎ al مقابل‎ Hy: ون - ... = ين = ين‎ dno yall اختبار‎ (x) 
.»=0.05 و زعلى الأقل) عند مستوى الدلالة‎ i (لقيمتين‎ 
. و ر- ب‎ +a (ه) أيجاد 0 فترة ثقة لكل من:‎ 


الحل : 





loll جدول تحليل‎ (i) 
مجموع مقط النسية‎ Shey yia 
j المربعات‎ Sly ll es قي‎ 
M.S. S.S. d.f. Source 
13.9455 13.9455 55.7821 4 العامل .م‎ 
2.6241 
=5.31 
2.624] 91.8419 35 ie 
147.624 : | 
(Jali) 





(ب) التقديرات = PAR?‏ في الجدول التالي : 


Fe see y 


المعلمة أو المقدار 


i=l j=l ial 

: = = 20.04 1 

0 = 18.04 - 20.04 = ,رنز - Jie‏ = رل 
p EF Tin Vie —(Pre FFE TT‏ 2 به + a, - (a,‏ 





۲ a التصميم‎ glk 


Hi: مقابل الفرضية‎ Ho: Q > 0 > إن قيمة إحصاء اختبار المرضية نا = ,لے‎ (x) 
: على الأقل) هي‎ j و‎ i (لقيمتين‎ ai * به‎ 
ل‎ di 


S Y E. KP (1-1) 


W= i a 1 ni). i=l = 5 as = § 3} 
DEn- Pr Mn-D 7 


i=l j=l 





ڪڪ 
سا 


Hy: ,ين‎ =a) = ...=ds a y فاننا‎ w > F005: 5 أن‎ rg .1 005: 4,35=2.64 ولكن‎ 
.»=0.05 عند مستوى الدلالة‎ 


A)‏ , ۷) تمارين 

١‏ - في نظرية »)١(‏ أثبت أن Ê‏ المعطى بالعلاقة Y)‏ , ۷) هو حل للمعادلات 
الناظمية المعطاة في الصيغة AV, ١(‏ 

١‏ - أثبت النظرية (؟). 

۳- أثبت أن معامل اللامركزية 2-0 تحت الفرضية 0 = Ho: HB‏ 

5 - أثبت النظرية (5). 

.)١( decd أثبت‎ - 

-١‏ في المثال (۲) أثبت أن ( .7 - .۲ ,0 p=.‏ هو حل للمعادلات الناظمية. 

/ا- في المثال )1( أوجد المقدر غير المنحاز ذي التباين الأصغري بانتظام للدالة 
,11-7 وذلك باستخدام المقدر '*6 ف تمرين CV‏ ظ 

-A‏ في (Y) JAI‏ أوجد 1 واثبت أنه يساوى BXY‏ حيث أن 
(Fn 0, Fao- Fie)‏ -'6 و f'=(0, Fos Pae)‏ هما حلان للمعادلات الناظمية. 


2 - 2.“ 


w] 3 J E(A اكات لو‎ E a 122 
لنمودج‎ (Ams) a 


T 
T 





العامل. 
۰- أثبت أن ”= E(Ems)‏ لنموذج التصميم أحادي العامل. 
-١‏ البيانات في الجدول التالى مستخلصة من نموذج تصميم أحادي العامل : 





( أ ) أكتب نموذج التصميم أحادي العامل لبذه البيانات. 

(ب) أوجد جدول التحاين ثم اختبر الفرضية ره = ده = » Ho:‏ مقابل الفرضية 
به * نه Hi:‏ (لقيمتين i‏ و ز على الأقل). استخدم مستوى الدلالة 0.05=». 

(ج) أوجد المقدرات غير المنحازة ذات التباين الأصغري بانتظام لمتوسطات 
مستويات العامل ,»+ . 

(د) أوجد فترات الثقة بمعامل الثقة 95% لمتوسطات مستويات العامل HAA,‏ 

(ه) أوجد المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام لكل من : 

0 - و ج02‎ A, - 4 و‎ a وه)-‎ + 2 ١ 


(و) أوجد فترات الثقة بمعامل الثقة 95% لكل من : 
æ] ۹ a ~(a, +a,)/2‏ - 44 ۹ د = a‏ 


: البيانات في الجدول التالى مستخلصة من نموذج تصميم أحادي العامل‎ -١ 





Si Ci)‏ نموذج التصميم gl‏ العامل لبذه البيانات. 

(ب) أوجد جدول التحاين ثم اختبر الفرضية مه = ره = يه = » Hy:‏ مقابل 
الفرضية aj‏ * به Hi:‏ (لقيمتين i‏ و j‏ على الأقل). استخدم مستوى UY‏ 00.05 

(x)‏ أوجد المقدرات غير المنحازة old‏ التباين الأصغرى بانتظام لمتوسطات 
مستويات العامل ,+ . 

(د) أوجد 0 فترات i‏ لمتوسطات مستويات العامل ,4+ . 

(ه) أو جد المقدر غير المنحاز ذا التباين الأصغري بانتظام لكل من : 

ازيه+ ,(a,;+a,)/2-(a,‏ بهد ره a-a,‏ 


(و) أوجد 95% فترات ثقة لكل من : 


AAs, QA —Q3 و‎ (a, +a,)/2-(a, +a )/2. 


المراجع 


Box, G. E. P.; W. G. Hunter; and J. S. Hunter. Statistics for Experiments. New York: 
John Wiley & Sons, 1978. 


Bowerman, B. L., R. T. O'Connell, and D. A. Dickey. Linear Statistical Models: An 
Applied Approach. Boston: Duxbury Press, 1986. 


Brook, R. J., and G. C. Arnold. Applied Regression Analysis and Experimental 
Design. New York: Marcel Dekker, 1985. 


Cochran, W. G., and G. M. Cox. Experimental Designs, 2nd ed. New York: John 
Wiley & Sons, 1957. 


Draper, N., and Smith, H. Applied Regression Analysis. New York: Wiley, 1966. 


Dunn, O. J., and V. A. Clark. Applied Statistics: Analysis of Variance and 
Regression. 2nd ed. New York: John Wiley & Sons, 1987. 


Edwards, A. L. Multiple Regression and the Analysis of Variance and Covariance, 
2nd ed. New York: W. H. Freeman & Co., 1985. 


Fisher, R. A. The Design of Experiments. 8th ed. New York: Hafner Publishing Co., 
1966. 


Graybill, F. A. Matrices with Applications in Statistics. 2nd Edition. Belmont, Calif.: 
Wadsworth, 1983. 


Graybill, F. A. Theory and Application of the Linear Model. Wadsworth & Brooks, 
Pacific Grove, California, 1976. 


Hocking, R. R. The Analysis of Linear Models. Monterey, Calif.: Brooks/Cole 
Publishing Co., 1985. 


John, P. W. M. Statistical Design and Analysis of Experiments. New York: 
Macmillan Co., 1971. 


Lehmann, E. L. Testing Statistical Hypotheses. New York: Wiley, 1959. 


Mendenhall, W. Introduction to Linear Models and the Design and Analysis of 
Experiments. Boston: Duxbury Press, 1968. 


Montgomery, D. C. Design and Analysis of Experiments. 2nd ed. New York: John 
Wiley & Sons, 1983. 


Montgomery, D. C., and E. A. Peek. Introduction to Linear Regression Analysis. 
New York: John Wiley & Sons, 1982. 


Myers, R. H., and Milton, J. S. A First Course in the Theory of Linear Statistical 
Models. PWS-Kent, Boston, 1991. 


Peterson, R. G. Design and Analysis of Experiments. New York: Marcel Dekker, 
Inc., 1985. 


Rao, C. R. Linear Statistical Inference and its Applications. New York: Wiley, 
1973. 


Searle, S. R. Linear Models. New York: Wiley, 1971. 
Searle, S. R. Matrix Algebra Useful for Statistics. New York: Wiley, 1982. 


Seber, G. A. Linear Regression Analysis. New York: Wiley, 1977. 


È 
& 


F 
أثر مصفوفة‎ 

إحصاءة 

إحصاءة اختبار 

اختبار 

اختبار إف 

اختبار الإمكانية العظمى المعمم 
اختبار فرضيات 

bis! 

ارتباط خطي 

استقلال 

إسقاط 

اعتماد 


أفضل مقدر خطي غير منحاز 





تبت المصطلحات 


Trace 

Trace of a matrix 
Statistic 

Test statistic 
Test 

F-test 
Generalized likelihood ratio test 
Hypotheses testing 
Correlation 

Linear correlation 
Independence 
Projection 
Dependence 


Best linear unbiased estimator 


تحويل 

تركيب خطي 

تصميم 

تصميم تجارب 

تصميم جريبي 

تعدير 

تقدير المربعات الصغرى (الدنيا) 
تقدير بمترة 

تقد قطي 

توريع 


توزيع إف 





توزيع إف اللامركز: 


توريع ني 
توزيع تي اللامركزي 





Optimal 


Regression 


Effect 

Main effect 

Variance 

Minimum variance 
Analysis of variance 
Transformation 
Linear combination 
Design 

Design of experiment 
Experimental Design 
Estimation 

Least square estimate 
Interval estimation 
Point estimator 
Distribution 
F-distribution 
Noncentral F-distribution 
t-distribution 


Noncentral t-distribution 


توزيع شرطي 

توزيع كاي مربع اللامركزي 
توزيع مشترك 

توزيع معاينة 

توزيع هامشي 

توفع 

توقع متوسط المربعات 


جدول fle‏ التباين (جدول تحاين) 
جذور كامنة 


جدور ميزه 


خطأ 
خطأ تجريبي 


دالة إمكانية 

دالة قوة 

دالة كثافة 

دالة قابلة للتقدير 
FERYE‏ 

دالة مولدة للعزوم 


Conditional distribution 
Noncentral chi-square distribution 
Joint distribution 

Sampling distribution 

Marginal distribution 

Expectation 


Expectation of mean squares 





ANOVA table 
Latent roots 


Characteristic roots 





Error 
Experimental error 


Linear 





Likelihood function 
Power function 
Density function 
Estimable function 
Characteristic function 


Moment generating function 


رتبة مصموفة 


رواسب 


طرائق حسابية 


عامل 


agm 

عشوائي 
عشوائية (تعشية) 
عمود 

غير مركزي 














Degrees of freedom 


Rank of a matrix 


Residuals 


Row 


Quadratic form 


Computing techniques 


Factor 
Moment 
Random 
Randomization 
Column 


Sample 


Noncentral 
Linearly dependent 


Unbiased 


فترات ثقة متزامنه 
فترة تنب 


= عل هه = 


Aa فترة‎ 


فرضية العدم 
فضاء 


ô 99‏ الاختار 


YAT المصطلحات‎ o 


Simultaneous confidence intervals 
Prediction interval 

Confidence interval 

Hypothesis 

Null hypothesis 

Space 





Test Power 





Homogenous 

Vector 

Latent vector 
Characteristic vector 
Consistent 

Contrast 

Orthogonal 
Response variable 
Dependent variable 
Predictor variable 
Independent variable 
Mean 


Factor level mean 


مجموع مربعات 
جموع مربعات كلي 
sis‏ سالب 


AS‏ موجب 


دده مصموفه 
مربع كاي 
مرتبط 

مستقا 

مستوى ثقة 


i‏ تن 

مصفوفة إسقاط 
مصهوفة تغاير 

مصموفة تباين 

مصموفة شادة 

مصفوفة متساوية القوى 
مصعوفة متعامدة 


Sum of squares 
Total sum of squares 
Negative definite 
Positive definite 
Determinant 
Determinant of a matrix 
Chi-square 
correlated 
Independent 
Linearly independent 
Confidence level 
Factor level 

Source of variation 
Matrix 

Projection matrix 
Covariance matrix 
Variance matrix 
Design matrix 
Singular matrix 
Idempotent matrix 


Orthogonal matrix 


ست الف نت 
بت المصطلحا ۲\0 


Symmetric matrix مصفوفة متناظرة (متماثلة)‎ 
Triangular matrix مصفوفة مثلثة‎ 
Identity matrix (Fre. مصفوفة محايدة (الو‎ 
Linear equations معادلات خطة‎ 
Homogenous equations معادلات متحانسة‎ 
Normal equations معادلات ناظمية‎ 
Confidence coefficient معامل ثقة‎ 
Regression coefficients معاملات الانحدار‎ 
Sampling معاينة‎ 
Dependent TAN 
Inverse او‎ 
Conditional inverse معكوس شرطي‎ 
Inverse of a matrix معكوس مصفوفة‎ 
Parameter -M PF 
Noncentrality parameter معلمة اللامركزية‎ 
Comparison مقارنة‎ 
Least square estimator مقدر المربعات الصغرى (الدنيا)‎ 
Optimal estimator أمثل‎ giia 
Unbiased estimator مقدر غير منحاز‎ 


Uniformly minimum variance انه ا‎ oS مقت كن ھا‎ 
5 j * : : Ub prow Wr 8 3 A = a 
unbiased estimator (UMVUE) 


بانتظام 


عاك نماذج خطية 


منقول 


مو جره نصف دده 





ودج 

نموذج تصميم أحادي العامل 
فوذج اقدار 
نموذج تام 
ودج تصميم 
اودع علي 

نموذج غير مقيد 

نموذج متوسطات LAB‏ 
عوذج خفض 

نموذج مركبات التباين 
فوذج مقيد (مخفض) 


Transpose 
Transpose of a matrix 


Semi-positive definite 


Model 

One-factor design model 
Regression model 

Full model 

Design model 

Linear model 

Unrestricted model 

Cell means model 

Reduced model 
Variance-component model 


Restricted model 


ثانيا: إنجليزي - عربي 
تحليل تباين 0 
جدول تحليل التباين (جدول تحاين) ‏ ے ANOVA table‏ 
غوذج متوسطات الخلايا 0 Cell means model‏ 


Characteristic function 






Analysis of variance 





Best linear unbiased estimator 


أفضل مقدر خطي غير منحاز 





داله عيزة 

Characteristic roots ف‎ aden 
Characteristic vector متجه عرز‎ 
Chı-square مربع كاي‎ 
Column isë 
Comparison مقارنة‎ 
Computing techniques طرائق حسابية‎ 
Conditional distribution توزيع ل‎ 
Conditional inverse معكاوس شرطى‎ 
Confidence coefficient 13 معام[‎ 
Confidence interval id فترة‎ 
Confidence level 23 نسعوى‎ 
Consistent متسق‎ 
Contrast متضادة‎ 


Correlated days 


نماذج خطية 
Correlation‏ 


Covariance matrix 





Degrees of freedom 
Density function 
Dependence 
Dependent 
Dependent variable 
Design 

Design matrix 
Design model 

Design of experiment 
Determinant 
Determinant of a matrix 


Distribution 





Effect 

Error 

Estimable function 
Estimation 
Expectation 


Expectation of mean squares 


تصميم تجريبي 
عطأ yet‏ 


عامل 

مستوى عامل 
متوسط مستوى عامل 
توزيع [ف 

اختبار إف 


موذج تام 
اختبار الإمكانية العظمى المعمم 


متجانس 
معادلات متحانسة 
اختبار فرضیات 


La 


مصفوفة متساوية القوى 
مصفوفة محايدة (الوحدة) 
استقلال 


تقدير بهترة 


ثبت المصطلحات ۲۱۹ 














Experimental Design 


Experimental error 


Factor 

Factor level 
Factor level mean 
F-distribution 
F-test 


Full model 


Generalized likelihood ratio test 


Homogenous 
Homogenous equations 
Hypotheses testing 


Hypothesis 


Idempotent matrix 
Identity matrix 
Independence 
Independent 
Independent variable 


Interval estimation 


YY; 


معكوس 


توزيع مشترك 


جذور كامنة 

متجه كامن 

تقدير المربعات الصغرى (الدنيا) 
مقدر المربعات الصغرى (الدنيا) 
دالة الامكانية 

خطي 

تركيب خطي 

ارتباط خطي 

معادلات خطية 

F948‏ خطي 


غير مستقل (معتمد) خطيا 








Inverse 


Inverse of a matrix 


Joint distribution 


Latent roots 

Latent vector 

Least square estimate 
Least square estimator 
Likelihood function 
Linear 

Linear combination 
Linear correlation 
Linear equations 
Linear model 
Linearly dependent 


Linearly independent 


Main effect 
Marginal distribution 
Matrix 


Mean 


تباين أصغري 
ودج 

عزم 

دالة مولدة للعزوم 


sue‏ سالب 

غير مركزي 

توزيم SE‏ مريج EEL‏ 
توزيع إف اللامركزي 
توزيع تي اللامركزي 

معلمة اللامركية 

معادلات ناظمية 


فرضية العدم 


عودج تسه أحادى العامل 


أمثل 
مقدر أمثل 
متعامد 


مصمو فة متعامدة 


Minimum variance 
Model 
Moment 


Moments generating function 





Negative definite 
Noncentral 
Noncentral chi-square distribution 
Noncentral F-distribution 
Noncentral t-distribution 
Noncentrality parameter 
Normal equations 


Null hypothesis 





One-factor design model 

Optimal 

Optimal estimator 

Orthogonal 

Orthogonal matrix 

Parameter a 


Point estimation 


= 


عشوائي 
عشوائية (تعشية) 
رتبة مصموفة 

Aah نموذج‎ 

انحدار 

معاملات الانحدار 
نمو z>‏ احدار 
رواسب 

متغير استجابة 

سطر 


cou‏ خطية 











Positive definite 
Power function 
Prediction interval 
Predictor variable 
Projection 


Projection matrix 


Quadratic form 


Random 
Randomization 

Rank of a matrix 
Reduced model 
Regression 

Regression coefficients 
Regression model 
Residuals 

Response variable 
Restricted model 


Row 


Sample 
Sampling 


توزيع معاينة 
موجبه نصف محددة 
فترات ثقه متزامنة 
مصهوفة شادة 
مصدر التغير 


احصاءة 


مجموع مربعات 
مصفوفة متناظرة (متمائلة) 


نوزيع ني 

اختبار 

قوة الاختبار 
إحصاءة اختبار 
Eee‏ و 
أثر 

أثر مصفوفة 

تحويل 

منقول 


ثبت المصطلحات YYY‏ 


Sampling distribution 
Semi-positive definite 
Simultaneous confidence intervals 
Singular matrix 

Source of variation 

Space 

Statistic 

Sum of squares 


Symmetric matrix 





t-distribution 

Test 

Test Power 

Test statistic 

Total sum of squares 
Trace 

Trace of a matrix 
Transformation 
Transpose 

Transpose of a matrix 


Triangular matrix 


TVE 


غير منحاز 

مقدر غير منحاز 

مقدر غير منحاز ذو تباين أصغري 
بانتظام 


نموذج غير مقيد 


تباين 
مصهوفة تباين 
نموذج مركبات التباين 








Unbiased 
Unbiased estimator 
Uniformly minimum variance 


unbiased estimator (UMVUE) 


Unrestricted model 


Variance 
Variance matrix 
Variance-component model 


Vector 





أثر المصفوفة» "2 4 

١۱۹۸ NAY إحصاءة الاختبار»‎ 

NAO ء۱۲۰١‎ cole nal اختبار‎ 
١44 15 

اسشلال: "5ع iYi‏ 

أفضل مقدر خطي غير منحازء VAY‏ 

التوزيع الشرطي» ”الا 75, ٠٠ء‏ 
4۷<« الى AE CAY‏ 

cE ۴١ ۲۹ء‎ Deed التوزيع‎ 
NO cEA c۷ 

EV YY Ts التوزيع البامشي»‎ 
AY VA 

الجذور الكامنة» ۸ 


Yo 


كشاف الموضو عات 


VV ء٠١ ۹4ء‎ CA الحذور المميزة»‎ 
eVe cOV COV (O° CA ZY 
10 

الدالة المميزة» ۸ء CVV‏ ۳۷ء CYA‏ 
£4 

YA VV cay jal الدالة المولدة‎ 
fA. £V ١ 

١65 الرواسب»‎ 

المتجه المميزء 64 ١١ء ٠۸‏ 

المتغير التابع ء VA VO‏ 

AV c AY لتغير المستقلء.‎ 


المحادلات الناظمية» ١١۸:١١١‏ 





VOS c VOY ع١‎ 868١-1١ 
EIA VAP CFS 2104 


IE CAT E VY o yN) 


ry 4 
LITA › النمودج اللخفض‎ 
EFA تت‎ 75 ١ «NYO 


١17141 


NPV 4ف‎ ف١‎ CAT لاك‎ cl 





VAV 1۹71ء‎ 

CAY VY › ٤۸ ›٤۷ › ٤۲ تباين»‎ 
eY Nee O 45 GAT 
EVAT FIT 21195 20 
TY 5غ‎ AY 

VIP VY VOY cp tual تباین‎ 
Tet ETE + VAT 

AYA »۱۲۷ NYT تحليل التباين:‎ 
Tey EVR. TEY EVES CYT 

۲۱ ۰۱۷ c bgt 

NNE 21١١ YY تركيب خطي»›‎ 
EVON CNS EIIN EI 
140 e VAA c NAN 

CVAD NAN CAE ۰٤٦ تصميم»‎ 
Y€ GVST EVA CAN 


c\V\Y¥O c\¥2% توزيع إف› 6 ,ع‎ 
١١: غ١‎ "٠١ 11 


TI OY 2١ 





١*١ Ni’ › جدول تحاین‎ 





VA Ad AA دالة الإمكانية»‎ 
١55 ؛ 7غ‎ 

دالة القوة» ١85‏ 

AA ۳۹ء‎ VV ۲۹ (ESS lo 
NFO ITY ١ 

١54 o VAY دالة قابلة للتقديرء‎ 

25" ٤0 :5٠ cS Sob 
e AV ١١١ ١١6 , ١٠١١ CSA 
YTV CVT) ENTE è YTY 
cite HITT 1ع‎ een 


1516-4321 ELE® FTD® 


كتاف cole gia gh‏ يشلك 





,45 المصفوفة. 64 ۹۲ء ۷١1۱ء‏ ۱۸۷ 


COV 54 ,57 CNY ciay y صيغة‎ 





e AYY ec Vel eV) 60% أرق‎ 


yé 





V4 «fale 

VY VY a TO c VY عشوائية:‎ 
AA CAV AÉ cA’ co VV «VO 
AT EIA) 246 CSE. 7 





غير cles ۹۸ 6 V0 « jlo‏ "دل 
NV] eNA 100 5‏ 
CAVA eT cT 515‏ 
\YY‏ :100 « 10< امل 


YY «(۱40 AY 





= wh. 


2١55 ء١۱٤۳ فترات ثقّة متزامنة)»‎ 
\O é0 EYE 
107 oY 

VIA ¿11۷ ¿1١1 فترة تنبؤ»‎ 

CVV 2١١5 ء۱١١۵‎ cama cs 
y0 VET CATS 6 
CVO YOY (10° NENT 
CITA :١506 EATE NOT 
YY a YYA (IVY c YI c \VO 

AOV CNET ١59" ١594 cio b 
14A <14 AAT NAOT 

١1/8 NAT cadal فرضية‎ 

VÝ VY CVV «(1A YY celias 
55١75١١١7" ١5١١ 48 


١15 1۸4 «1A۸ AYN , 7 





٠١۳ »٤۸ CET قوة الاختبار»‎ 


متجه عيز ع 1< OA‏ 61 





TTA 
140 متضادة‎ 

VEs CVV تاشن‎ 

متغير الاستجابة» 640 ١95‏ ۱۹۷ 
متغير تبۇ » VA‏ 

١6 ٠ › مجموع المربعات الكلى‎ 
,01 650 col ny مجموع‎ 
‘AYA EVV! ١٠١5 ١١8 
AVO VIR c11 , 48 
IVT e VY غ١‎ 7١ GC VIVA 

CVV ۳ CNY cA 6 O محلدة.‎ 
To G24 cB ET 4 eve EY 
cA YV «10 COA (OV (O1 
EVE. CYTE HITE TI 
باوكا‎ «IOV < LOE 5٠ , ۹ 

Ae 680 8% سا‎ 
YAT y yO اااي‎ 

ANé ء١۱۲۹‎ AYY مصدر التغيرء‎ 
١21 

UO cP ۳ ۲ء‎ ١ مصفوفة,‎ 
ENP EIT 11218 3 AY 
ETT CV NEVE عشي ع‎ 1117 8 


0ع evi‏ لبالا cF® «TS‏ وك“ 


CEV ET EEY AFATA 
OA (OV 5ه,‎ 05 (0° 4 
V at ETT evi eve 8 
اق لاق 644 ندل‎ CAD CAA 
CENTS EDS 55 219251 
EATE AYY CVT ¢ 11١5 
CITE “ع‎ Wean 
1EV e ١52١4١25١ 1 
eV" “56خ‎ cvo yor 
CIA GVW cT eID 
١51١ YAY c \AO ¢ AT 

COV CNY 66 gall مصموفة متساوية‎ 
ENYE evry CITT اع‎ ١ 5 
١ 0 

ANN ء١١‎ ء٠١ مصفوفة متعامدة,‎ 
Te Ol (0+ CEY 8 

CVA مصفوفة متناظرة» ١۱ء ۱۳ء‎ 
604 OV OTO (1° 
١ 1 c FOV 1۲ 

cd te Lb gies‏ £1۹ ل ا 
VEY ١١" (IOV 48‏ 

۷ dbs معادلات‎ 


معامل الثقّةء ٤٤٠١ء ٠١١‏ 

۷١ معاينة»‎ 

VOR CVO ¿١١ cP Y معكوس:‎ 
JAA لأكاء‎ GYRE VV NTO 

معكوس شرطي» ۱۸۸ 

NVE ETEY chiles 
VAA NAV GAY 8 

2١7١١ 687 معلمة اللامركزية)»‎ 
VAA «1۸٦ 

Yo" (AS مقارنة»‎ 

VAY 66 pad) مقدر المربعات‎ 
19% NAV & NAY 

VUE VEE CV GV cd gee 


OA <OV 5ع‎ (BINS نصف‎ dm مو‎ 


كشاف الموضوعات ۲۲۹ 





e VAY كذلا‎ CIA! cA" 2 


EVES EVRY 158 ET 
EVO cT 2341 

نموذج التصميم أحادي العاملء 
Te EVAT EVAO 1‏ 
TOT T° |‏ 

١66 (AO نموذج احدار»‎ 

Ves cal نموذج‎ 

VU CAV »۷۱ نموذج خطيء‎ 
١1814 

٠۳۹ e نموذج خفض‎ 

نموذج مركبات التباين» ME AY‏ 
40 


نبذ عن المؤلفين 


أنيس إماعيل كنجو 

.م١9ه/ها١“+هه ولد عام‎ ٩ 
حصل على ليسانس في الرياضيات‎ 
ام من جامعة دمشق.‎ VOY عام‎ 
حصل على الماجستير في الإحصاء‎ 
عام ۳٦۱۹م من معهد فرجينيا‎ 


بوليتيكنيك- أمريكا 


a>‏ | على د كتوراة الفلسفة في 
الإاحصاء عام AV ATO‏ من معهد 
فرجينيا بوليتيكنيك- أمريكا 
وبل ي قبع اوح وجوت 
العمليات ف جامعة الملك سعود 
برتبة أستاذ هن عام AVES‏ 
> عام ٤۲۳‏ ١ه.‏ 
قام بتأليف العديد من الأبحاث 
العلمية المنشورة في ONS‏ علمية 
قام بتأليف وترحمة ما يزيد عن 
عضو جمعية الشرف القومية 
الأمريكية للرياضيات. 





عبدالله بن عبدالكريم الشيحة 
ولد عام TAY‏ ه/۱۹۹۳ء. 
عفدل te gest le‏ و 
elay]‏ عام لاء :اهف من 
elay]‏ عام 25 —A\‏ من 
جحامعة و a‏ أيوا- أمريكا. 
حصل على د كتوراة الفلسفة في 
االإاحصاء عام 5١54١ه‏ من 
جامعة ولاية كانساس- أمريكا. 
سخوة AAi:‏ استاذ مشارك: 

عمل رئيسا لقسم الإحصاء وبحوث 


3 الفترة 5765-١ EYT‏ اه. 


> قام رت العديد هن الأحاث 


العلمية فى ONE‏ علمية محكمة وق 
مؤتمرات علمية دولية AAS y‏ 
عضو الجمعية العالمية للحسابات 
اللاحصائية. عضو الجمعية 
السعودية للعلوم الرياضية. 








